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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Книга посвящена исследованию конкретных классов задач оптимального 
управления. В оптимальном управлении больших успехов добилось направ­
ление, в котором устанавливаются условия экстремума. В настоящее время 
известен принцип максимума для задач с нерегулярными смешанными 
ограничениями, получены условия высших порядков для различных клас­
сов задач, различных типов минимума, различных режимов. Все эти усло­
вия весьма непросты, они выводят за рамки привычных математических 
объектов. Например, при использовании принципа максимума мы не мо­
жем обойтись лишь аппаратом обыкновенных дифференциальных уравне­
ний, а фактически вынуждены работать с дифференциальными включе­
ниями, возникающими при выражении управления как функции сопряжен­
ной и фазовой переменных из условия максимума. В условиях высших по­
рядков в оптимальном управлении вместо привычной формулировки 
вспомогательной задачи Якоби как задачи о знаке квадратичной формы 
на подпространстве возникает задача о знаке квадратичной формы на ко­
нусе или даже задача о знаке на конусе более сложного объекта — макси­
мума из квадратичных форм, где максимум берется по компакту множи­
телей Лагранжа, от которых квадратичные формы зависят линейным обра­
зом. Ясно, что классический аппарат не приспособлен к исследованию 
таких задач в полном объеме. 

Возможно, этим объясняется, что применение новых условий в опти­
мальном управлении скорее иллюстрируется, чем производится. Как прави­
ло , иллюстрация происходит на сравнительно простых примерах, не тре­
бующих работы со спецификой условий, поскольку, как было сказано, нет 
возможности сводить сложные случаи к известному, наработанному аппа­
рату. 

Конечно, математический аппарат следует совершенствовать, приспосаб­
ливая его к новым нуждам теории экстремума. Однако вряд ли можно 
ожидать прогресса в этом направлении. 

Нам представляется, что дальнейшее развитие оптимального управления 
должно быть в значительной мере связано с выделением правильных клас­
сов задач оптимального управления. Дело в том, что по сравнению с дру­
гими разделами теории экстремума, например по сравнению с вариацион­
ным исчислением, оптимальное управление объемлет слишком обширный 
класс задач со слишком большим разнообразием свойств для того, чтобы 
его можно было изучать как единое целое. Вот почему во всех разделах 
оптимального управления стоит вопрос о выделении хороших подклассов 
и об их качественном исследовании при помощи имеющихся условий 



экстремума. И здесь уже речь идет отнюдь не об иллюстрации условий, а 
об их применении как аппарата исследования класса. Условия должны 
быть правильно трансформированы в данном классе и должны пройти 
проверку как математический аппарат в данном классе. С этой точки зре­
ния теорию оптимального управления, в том числе теорию принципа макси­
мума, ни в коей мере нельзя считать законченной. Наоборот, ее можно счи­
тать весьма молодой, только еще начавшейся. Книга является развитием 
теории именно в этом направлении. Хочется надеяться, что познакомившись 
с ней, читатель почувствует, что теория оптимального управления не только 
не исчерпала себя, но и не жила полнокровной жизнью. 

Выделение классов может идти по пути обобщения свойств хорошо изу­
ченных модельных задач. Поэтому мы придаем большое значение полно­
ценному исследованию конкретных нетривиальных задач, считая эту работу 
не менее важной, чем получение новых условий экстремума. Такой мате­
риал также представлен в книге. 

Книга имеет и прикладной аспект. Условия экстремума используются 
в ней не только для изучения свойств экстремалей, но и для построения 
эффективных численных алгоритмов минимизации. 

Опишем теперь содержание книги по главам. 
Результаты гл. 1 и 2 принадлежат Н Л . Осмоловскому. Они посвящены 

теории необходимых и достаточных условий высших порядков в задачах 
оптимального управления. Эта теория обобщает классическую теорию вто­
рой вариации в вариационном исчислении и квадратичные условия экстре­
мума в анализе. Как известно, классические условия второго порядка обла­
дают тем свойством, что необходимые условия связаны с достаточными 
лишь усилением знака квадратичной формы. Такие условия мы называем 
примыкающими. В гл. 1 и 2 приводятся пары примыкающих условий для 
различных типов минимума и для различных классов задач оптимального 
управления. 

В гл. 1 рассматривается общая каноническая задача оптимального управ­
ления Дубовицкого—Милютина на фиксированном отрезке времени. Основ­
ное предположение состоит в том, что в каждой точке градиенты по управ­
лению активных локальных ограничений линейно независимы. Для этой за­
дачи приводятся формулировки необходимых и достаточных условий выс­
ших порядков для слабого, сильного и других типов минимума. Эти усло­
вия — результат большого исследования, проведенного автором в [1—5] 
на основе общей теории условий высших порядков, построенной А А . Ми­
лютиным, Е.С. Левитиным и автором в работе [ 6 ] . Условия имеют совер­
шенно классический характер: все определяется поведением квадратичных 
форм, отвечающих определенным наборам множителей Лагранжа. Отме­
тим также, что квадратичные условия из гл. 1 допускают разрывы опти­
мального управления (даже на уровне вариационного исчисления это яв­
ляется обобщением классических условий, поскольку, как известно, клас­
сические условия второго порядка в вариационном исчислении формули­
руются лишь для экстремалей, не имеющих изломов) . Какие-либо дока­
зательства в гл. 1 отсутствуют, поскольку они занимают большой объем 
и не являются целью настоящей публикации. Цель же состоит в другом: по­
казать, в какой мере реализуются условия из гл. 1. Дело в том, что усло­
вия, приведенные в гл. 1, достаточно сложны в общем случае. Возникает 
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вопрос: насколько эта сложность по существу? Оказывается, что все осо­
бенности приведенных в гл. 1 условий реализуются уже в таком классе, 
как линейные задачи быстродействия. 

Этому важному и широко изучавшемуся ранее классу задач посвящена 
гл. 2. Впервые теория необходимых и достаточных квадратичных условий 
для этого класса была построена А Л . Милютиным при помощи специаль­
ного приема, состоявшего в переходе к вспомогательной конечномерной 
задаче и выписывании для нее известных условий второго порядка [10] . 
В гл. 2 при более общих предположениях строится аналогичная теория, 
но основой для ее построения служит не вспомогательный прием, а об­
щие условия высших порядков из гл. 1. В предположении, что исследуе­
мая на оптимальность траектория не содержит участков особого режима, 
условия из гл. 1 для линейных задач быстродействия оказываются ко­
нечномерными и после ряда преобразований приводятся к весьма просто­
му и изящному виду. На первый взгляд достаточные условия из гл. 1 не 
реализуются в линейных задачах, поскольку усиленное условие Лежанд-
ра, имеющееся в этих условиях, для линейных задач не выполняется. 
Однако оказывается, что эту трудность удается преодолеть и выписать 
соответствующие достаточные условия. В гл. 2 рассмотрен ряд приме­
ров, среди которых есть и известные задачи быстродействия для "цепо­
чек" х*-") =и, 1 с закрепленными концами, однако в отличие от 
известных примеров обязательное попадание в начало координат фазо­
вого пространства не требуется. Уже при п = 3 возникают весьма нетри­
виальные ответы, позволяющие в каждом случае среди множества 
экстремалей отобрать одну. При п = 4 рассмотрен случай, когда имеется 
целый отрезок сопряженных переменных ф, удовлетворяющих принципу 
максимума, и вопрос о минимуме в задаче решается при помощи мак­
симума из двух квадратичных функций, отвечающих крайним точкам 
указанного отрезка. 

Результаты гл. 3—7 принадлежат А А . Милютину и С В . Чуканову. Они 
посвящены особенностям экстремалей в задаче квадратичной оптимиза­
ции, т.е. в задаче, в которой оптимизируется интеграл квадратичной фор­
мы, зависящей от фазовых переменных, а управляемая система описы­
вается линейными дифференциальными уравнениями с постоянными ко­
эффициентами, причем управление принадлежит строго выпуклому ком­
пакту. Эта задача примыкает к классической для оптимального управ­
ления задаче быстродействия в линейных управляемых системах с по­
стоянными коэффициентами, однако экстремали в ней устроены слож­
нее. Возможно даже, что задача квадратичной оптимизации является хо­
рошей моделью, дающей ориентировку в вопросе об особенностях эк­
стремалей в общем случае линейной зависимости от управления правых 
частей дифференциальных уравнений, определяющих управляемую систе­
му. В задачах линейного быстродействия неособая экстремаль никогда 
не выходит на особую экстремаль, и управление на ней может иметь са­
мое большее — переключения, т.е. разрывы первого рода. Однако уже 
в простейших задачах квадратичной оптимизации возникает особенность 
типа накопления переключений. Мы показываем, что в случае многомер­
ного управления накопление переключений исчезает, однако разрыв вто­
рого рода остается. 
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В задаче квадратичной оптимизации наблюдается и выход экстремали 
на особую экстремаль. Часто именно в момент контакта неособой эк­
стремали с особой и наблюдается разрыв второго рода управления. Ав­
торами показано, однако, что разрыв второго рода управления связан с 
более общей ситуацией, с ситуацией нарушения единственности, которая 
в случае многомерного управления может нарушаться и на неособой эк­
стремали. 

Значительная часть материала посвящена условиям, гарантирующим от­
сутствие на экстремали разрывов второго рода управления. По-видимо­
му, основным условием является равенство единице порядка особого 
многообразия управляемой системы. Доказывается ряд теорем на этот счет. 

В своих исследованиях авторы строго придерживались принципа, со­
гласно которому к исследованию экстремалей не привлекались никакие 
минимизационные соображения. Единственным условием, на которое ав­
торы опирались, является принцип максимума, а он, как известно, вы­
деляет не минимали, а экстремали. 

Мы исходили из того, что главная задача состоит в том, чтобы на­
ходить и использовать возможности, которые таит в себе принцип мак­
симума. С этой точки зрения минимизационные соображения в силу 
своего весьма частного характера скорее уводят от цели, чем приближа­
ют к ней. 

Принцип максимума, как правило, приводит к дифференциальным 
включениям с разрывной по Хаусдорфу правой частью. К сожалению, 
подобные дифференциальные включения исследовались различными ав­
торами явно недостаточно, и уже с первых же шагов знакомства с за­
дачами квадратичной оптимизации мы встречаемся с дифференциальны-
мы включениями, которые не охватываются существующими исследова­
ниями. Поэтому нам приходится исследовать их самим, в частности нахо­
дить описание воронок неединственности. Нам кажется, что надо считаться 
с тем обстоятельством, что дифференциальные включения возникают не 
только при описании управляемых систем, но и как результат применения 
необходимых условий экстремума. Последние не похожи на первые и тре­
буют особого исследования. В свете сказанного гл. 3—7 можно рассматри­
вать как изложение исследований по изучению воронок неединственности 
и особенностей экстремалей, принадлежащих им. 

Охарактеризуем кратко содержание каждой из гл. 3—7. Результаты гл. 3 
получены А Л . Милютиным. В § 1 этой главы дается постановка задачи 
квадратичной оптимизации, вводится понятие особого многообразия и его 
порядка. Параграфы 2—4 посвящены вопросам единственности. Доказы­
вается, что вне особого многообразия через каждую точку проходит толь­
ко одна экстремаль и что единственный тип особенности управления — 
переключение. В § 4 результаты уточняются для случая одномерного управ­
ления, случая, простейшего со многих точек зрения. В § 5 для обшей 
управляемой системы с линейно входящим одномерным управлением до­
казано, что если нет особых экстремалей, то управление на экстремали 
имеет точки разрыва только типа переключений. 

В гл. 4, результаты которой принадлежат С В . Чуканову, рассматривается 
задача 

х=Ах + и, и&1/, {/я+1(х)4{ -*• т ш 
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с конечным сублинейным функционалом / > 0, # > 0 и выпуклым ком­
пактом (7, содержащим внутренние точки. Вся глава посвящена вопросу, 
как и при каких условиях можно гарантировать отсутствие разрывов вто­
рого рода управления на экстремалях задачи. В § 1 рассмотрены некоторые 
общие свойства экстремалей, в частности, показано, что разрывы управле­
ния второго рода возможны лишь при взаимодействии экстремалей с осо­
бым многообразием. Исследованию этого взаимодействия посвящены 
§ 2—5. Отметим, что особое многообразие в рассматриваемой задаче совпа­
дает с нулем пространства фазовых и сопряженных переменных. В § 2 рас­
смотрена простейшая ситуация с гладкими характеристиками задачи. Важ­
ную роль в исследовании играет монотонная на экстремалях функция 
^ ( О = ( / " ' ( * ( 0 ) > $($(0))' г Д е ^ ~ сублинейный функционал, опор­
ный к V. Показано, что если в момент взаимодействия с особым много­
образием соответствующий односторонний предел Н т / , (() = 0, то управ­
ление имеет нулевой односторонний предел. Если Ьо = \\тЬ (I) Ф О, то 
множество ТУ предельных направлений % = х//(х), г? = ф/\\ф\\ фазовых 
и сопряженных переменных описьюается системой 

* ' ( ч ) в ^ о Ь / ' а ) = ̂ 0 г?, 1. 

В типичном случае, когда множество N состоит из изолированных точек, 
существует односторонний предел ф ф (I) II при посадке на особое 
многообразие или сходе с него, что гарантирует отсутствие разрывов вто­
рого рода управления. Параграф 3 обобщает результаты § 2 на негладкий 
случай. 

В § 4 рассмотрена ситуация, когда множество N имеет связные неод­
ноточечные компоненты. Предложены некоторые условия, позволяющие 
доказать отсутствие разрывов управления второго рода и в этом случае. 
Наличие связных компонент у множества N нетипично в классе общих 
возмущений параметров задачи, однако может встречаться в задачах с 
симметрией. Пример такой ситуации рассмотрен в следующем параграфе. 
Здесь на основе условий § 4 доказано отсутствие разрывов управления 
второго рода на экстремалях задачи, если Э / ( 0 ) является эллипсоидом, 
а V — сдвинутым эллипсоидом. Параграф 6 демонстрирует некоторые 
возможности обобщения полученных результатов на системы дифферен­
циальных Включений, не имеющих вариационного происхождения, но 
являющихся возмущениями системы, описывающей экстремали рассмот­
ренной ранее задачи. 

Результаты гл. 5 принадлежат А Л . Милютину. В § 1—4 исследуется за­
дача квадратичной оптимизации: 

/ (Ос, х)с!{ -> т ш , х — Ах + Ви, и&Ц 

в случае, когда матрица В*СВ положительно определена. Это один из ва­
риантов, в которых порядок особого многообразия равен 1. Доказано, 
что, как правило, все экстремали задачи имеют только точки разрыва 
первого рода управления. Для одномерного управления это обстоятель­
ство в рассматриваемом случае имеет место всегда. В исследованиях ши­
роко используется конструкция из гл. 4. 

В § 5 рассмотрен случай одномерного управления при условии 
В СВ < 0. Доказано, что в этом случае каждая точка является точкой 

7 



единственности уравнения экстремалей (точнее, дифференциального вклю­
чения) и управление на экстремали может иметь точки разрыва лишь пер­
вого рода. Таким образом, в главе полностью рассмотрен для одномерного 
управления случай, когда порядок особого многообразия равен единице. 
В этом случае управление на экстремали может иметь точки разрыва толь­
ко первого рода. 

В гл. 6 показано, что в случае, когда порядок особого многообразия 
больше единицы (даже равен двум) , то уже наблюдаются, причем как ти­
пичный случай, разрывы второго рода управления на экстремали. Резуль­
таты гл. 6 принадлежат А А . Милютину и С В . Чуканову: А А . Милютину 
принадлежат - § 4—11, а С В . Чуканову § 12. Что касается результатов 
§ 1—3, то они получены авторами совместно. 

Исследованию воронок дифференциальных включений в задачах, род­
ственных в некотором смысле задаче 

/ х 2 < 2 г - * т т , х ( г ) = и, и&Ц, ОЕтШ, 

посвящена гл. 7. Исследовался также характер разрьюа управления у 
экстремалей, принадлежащих воронке. В § 1—3 рассматриваются авто­
модельные решения некоторых задач квадратичной оптимизации. В лите­
ратуре хорошо известен полученный А .Т . Фуллером пример автомодель­
ности. Есть и другие работы на этот счет. Однако примеры, приводимые 
авторами, отличаются тем, что управление предполагается не одномер­
ным, как у А.Т. Фуллера и др., а двумерным или трехмерным. Интересно, 
что повышение размерности управления не усложняет, а упрощает иссле­
дование, поскольку позволяет получить аналитические автомодельные 
экстремали, принадлежащие воронке. Исследование автомодельных экстре­
малей показало, что разрыв второго рода управления экстремали связан 
не только с контактом неособой экстремали с особой, как это имеет место 
в случае одномерного управления, но и с прохождением экстремали через 
точку неединственности, даже если через эту точку не проходит особая 
экстремаль. 

Параграфы 4—10 содержат полное описание воронок дифференциального 
включения, соответствующего задаче 

/х 2с?Г-*ехгг, х^-и, иЕИ, 0 € Ш Ц 7 . 

Некоторое описание таких воронок было дано также Я.М. Берщанским, 
однако он широко пользовался минимизационным смыслом экстремалей. 
В настоящих исследованиях, как уже отмечалось, рассматривается только 
дифференциальное включение, доставляемое принципом максимума. В ре­
зультате получено не только описание Я.М. Берщанского, но и ряд других. 
Оказывается, что если г — четное число, то управление на любой экстре­
мали воронки имеет в момент схода с особого многообразия (посадки 
на него) точку разрыва второго рода. 

В § 10 рассматривается класс задач, родственных в определенном 
смысле задаче, исследованной в § 4—9, и устанавливается для задач этого 
класса структура воронок соответствующих дифференциальных вклю­
чений, которые возникают при сходе неособой экстремали с особой или 
при посадке неособой экстремали на особую. 

В § 11 исследуется связь между эффектом накопления переключений 
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и разрывом второго рода управления экстремали. В случае одномерного 
управления эти два понятия — синонимы. Однако в случае многомерного 
управления при условии строгой выпуклости компакта II переключения 
становятся нетипичными и эффект их накопления при выходе на особую 
экстремаль (или сходе с нее) пропадает. В то же время эффект наличия 
разрыва второго рода у управления остается. 

Параграф 12 посвящен исследованию экстремалей задачи 

/ | х | Л - * - 1 ш п , х = и, \и\< 1 

для случая одномерного управления. В параграфе дается полное качест­
венное описание экстремалей этой задачи. Так же как и у А.Т . Фуллера, 
наблюдается эффект автомодельного накопления переключений при схо­
де экстремали с особой экстремали и при посадке на особую экстремаль. 

Результаты гл. 7 принадлежат С В . Чуканову. Центральное место в этой 
главе занимает обобщение метода построения интегральных воронок, изло­
женного в § 4-10 гл. 6. В частности, для включений, порождаемых принци­
пом максимума квадратичной задачи, полученные результаты проясняют 
картину взаимодействия неособых экстремалей с особыми в достаточно 
общем случае. Принцип максимума квадратичной задачи оптимального 
управления можно представить в виде дифференциального включения 

н> = Мм? + Ви, и €Е Ъ^р{Вм/) 

с постоянными матрицами и сублинейным функционалом Независимо от 
происхождения этой системы для нее можно определить особое многооб­
разие и порядок — р. Взаимодействие решений с особым многообразием 

А 

определяется поведением переменных г = В\н в окрестности г = г = 
= . . . = 0 , причем г удовлетворяет системе 

г ( р + 1 ) = ВМр+1н>+Ки, иеду(г), 

где К = ВМРВ Ф 0. Переменные г и систему уравнений для них уместно 
назвать каноническими. Точки особого многообразия грубо можно разде­
лить на внутренние, через которые проходят особые решения, и внешние, 
через которые таких решений не проходит. 

Метод построения интегральных воронок внутренних точек удается 
распространить на случай произвольного порядка и невырожденной сим­
метричной или кососимметричной матрицы К. Невырожденность К — это 
условие типичности в классе данного порядка. Системы, порождаемые 
принципом максимума квадратичной задачи, удовлетворяют требованию 
симметричности—кососимметричности К и составляют, грубо говоря, 
половину этого класса. 

Характер неединственности в канонической системе (во внутренних 
точках) и тем самым в исходной системе дифференциальных включений 
идентичен характеру неединственности в системе вида ЕКЪ<р(ф). 
Такие системы названы чистыми сериями. Их анализ позволяет внести 
классификацию в разнообразие ситуаций, возникающих при исследовании 
особенностей исходной системы дифференциальных включений. Отметим, 
что топологическая размерность интегральной воронки зависит не только 
от порядка, размерности г, но и от сигнатуры Я, если К симметрична. 
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Таким образом, предложенный метод позволяет отказаться не только 
от минимизационных соображений, но и рассмотреть достаточно широкий 
класс дифференциальных включений, не связанных с оптимизационной 
постановкой. Область приложения минимизационных соображений су­
щественно уже перечисленных предположений. Например, для чистых се­
рий она ограничена условиями: р = 2г - 1, матрица (-1)Г~1К положи­
тельно определена. 

Все особенности выписанной выше системы дифференциальных вклю­
чений сосредоточены на особом многообразии, причем во внутренних точ­
ках воронка неединственности достаточно богата. С другой стороны, для 
случая одномерного управления картина локализации особенностей замы­
кается теоремой единственности во внешних точках (см. § 4 гл. 3 ) . Более 
сложным оказывается случай многомерного управления. Как показывает 
пример § 2 гл. 6, единственности во внешних точках, вообще говоря, нет. 
Удается, однако, доказать теорему единственности для внешних, в некото­
ром смысле далеких точек. Картина локализации особенностей в этом 
случае как бы размыта. Между областью богатой неединственности (внут­
ренние точки) и областью единственности (далекие точки) существует 
промежуточная область. На примере § 2 гл. 6 в этой области легко увидеть 
серию бифуркации рождения цикла. Должны присутствовать и более слож­
ные типы бифуркаций. 

Параграф 1 и 2 гл. 7 имеют подготовительный характер, § 3 посвящен 
исследованию чистых серий. В § 4 построены интегральные воронки внут­
ренних точек для общей квадратичной задачи. Теорема единственности в 
далеких точках доказана в § 5. 

Глава 8 посвящена численным методам для задач оптимального управ­
ления — методам, в которых соотношения принципа максимум'а непосред­
ственно используются в процессе вычислений. Эта глава принадлежит 
А .Е. Илютовичу, причем § 3 и 4 написаны им совместно с Е.З. Хмельниц­
ким, который выполнил расчеты на ЭВМ и является автором программ. 

Появление принципа максимума Л.С. Понтрягина в свое время дало 
мощный толчок в развитии численных методов для задач оптимального 
управления. Эти методы были предназначены для задач, в которых огра­
ничения на фазовые переменные (раздельные или смешанные) отсутству­
ют. Попытки распространить соответствующие подходы на более сложные 
задачи с ограничениями на фазовые переменные оказались удачными лишь 
для сравнительно узких, специальных классов задач. В то же время весьма 
развитая теория принципа максимума для этих задач до последнего време­
ни рассматривалась в основном как средство анализа. Наиболее распростра­
ненные подходы к численному решению задач с ограничениями на фазовые 
переменные — основанные на штрафных функциях или на редукции задачи 
оптимального управления к задаче математического программирования 
путем предварительной дискретизации — опираются на эту теорию лишь 
косвенно. Указанные подходы нельзя считать универсальными в связи с 
известными вычислительными трудностями (плохая сходимость, неустой­
чивость счета, большой потребный объем оперативной памяти ЭВМ). Таким 
образом, в настоящее время существует определенный разрыв между весь­
ма развитой теорией принципа максимума для задач с ограничениями на 
фазовые переменные и методами их численного решения. 
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Рассматриваемые в этой главе алгоритмы по своей структуре близки 
к известному методу Крылова—Черноусько, предложенному в 60-х годах 
для задач понтрягинского типа. В основе подхода здесь лежат оценки при­
ращения функционала на произвольной допустимой траектории, аналогич­
ные известной формуле Л .Й. Розоноэра, использовавшейся при обоснова­
нии принципа максимума Понтрягина. Для получения указанных оценок 
вводится специальная конструкция допустимой вариации, состоящая из 
двух частей — независимой (программной) и компенсирующей (вариации 
синтеза) . Первая выбирается на невозмущенном (соответствующем исход­
ной траектории) множестве допустимых управлений. Она берется из доста­
точно богатого класса вариаций, в котором формулируются условия опти­
мальности (стационарности) для рассматриваемой задачи. Вторая состав­
ляющая берется из узкого класса вариаций, параметрически зависящих от 
фазовых переменных прямой и сопряженной системы. Она обеспечивает 
выполнение ограничений на фазовые переменные при любом выборе первой 
и однозначно по ней определяется. Таким образом, независимая состав­
ляющая полностью задает всю вариацию в целом. Далее показывается, что 
приращение функционала оценивается через интеграл от приращения функ­
ции Гамильтона—Понтрягина. Причем в приращение это входит только не­
зависимая составляющая, т.е. имеет место оценка, аналогичная упоминав­
шейся выше формуле Розоноэра. Отсюда следует, что задача выбора незави­
симой составляющей, а следовательно, и всей вариации в целом сводится 
к построению вариации спуска в понтрягинской задаче с фиксированным 
по исходной траектории множеством допустимых управлений. Построение 
допустимой улучшающей вариации в конечном итоге сводится к точному 
или приближенному решению конечномерных экстремальных задач мини­
мизации функции Гамильтона в отдельные моменты времени (аналогич­
ных участвующим в формулировке принципа максимума) и к интегриро­
ванию прямой и сопряженной системы (в форме задач Коши) навстречу 
друг другу. 

Предложенные конструкции вариаций спуска были использованы для 
вычислительных алгоритмов. Эти алгоритмы были запрограммированы и 
использовались для решения модельных и прикладных задач оптималь­
ного управления. Результаты расчетов приводятся в последнем, четвертом 
параграфе этой главы. Важно отметить, что рассматриваемые методы позво­
ляют численно получать решения задач при наличии таких особенностей 
оптимального решения, как особые режимы, точки накопления переклю­
чений управления и др. К чисду подобных задач относится, в частности, 
задача об оптимальном по быстродействию повороте самолета в горизон­
тальной плоскости (задача с фазовым ограничением глубины три и со сме­
шанным ограничением на фазовые координаты и управления). Еще в 60-х 
годах относительно задач такого типа А А . Милютиным было показано, что 
выход экстремали на фазовое ограничение здесь устроен сложным обра­
зом — он состоит из бесконечной последовательности касаний и отражений 
от фазовой границы. Рассматриваемые в этой главе методы позволили 
провести численное исследование такого эффекта. Приводятся результаты 
решения и других задач оптимального управления, свидетельствующие об 
эффективности предложенного подхода. 

Нумерация формул в каждом параграфе каждой главы самостоятельная. 
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При ссылке на формулу данного параграфа данной главы указывается толь­
ко номер формулы. При ссылке на формулу другого параграфа данной 
главы используется двойная нумерация, причем на первом месте стоит 
номер параграфа. При ссылке на формулу параграфа другой главы исполь­
зуется тройная нумерация, в которой последовательно указываются номер 
главы, номер параграфа, номер формулы. Это же относится к нумерации 
предложений, лемм, теорем. 

Например, формула (4.1.7) - формула (7 ) из § 1 гл. 4, теорема 2.3 -
теорема 3 из § 2 данной главы. 



Глава 1 

Ф О Р М У Л И Р О В К И К В А Д Р А Т И Ч Н Ы Х 
У С Л О В И Й Э К С Т Р Е М У М А 
В К А Н О Н И Ч Е С К О Й З А Д А Ч Е 
О П Т И М А Л Ь Н О Г О У П Р А В Л Е Н И Я 

В [1—5] были получены необходимые, а также достаточные условия 
высших порядков для различных типов минимума (слабого, понтрягин-
ского, сильного) в канонической задаче оптимального управления Дубо-
вицкого—Милютина на фиксированном отрезке времени. Эти условия 
обобщают классические квадратичные условия анализа и вариационного 
исчисления в том смысле, что формулируются с помощью квадратичных 
форм, отвечающих определенным наборам множителей Лагранжа, и пере­
ход от необходимых условий к достаточным связан лишь с усилением 
знаков неравенств для квадратичных форм. Здесь мы приведем форму­
лировки условий из [1—5] с тем, чтобы далее, в гл. 2, получить с их по­
мощью необходимые и достаточные квадратичные условия в линейной 
задаче быстродействия. 

§ 1. КАНОНИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА. 
УСЛОВИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

1. Постановка задачи и предположения. В работах по теории принципа 
максимума [7, 8] А . Я . Дубовицким и А.А. Милютиным была выделена 
каноническая задача оптимального управления, которая оказалась удоб­
ной как для исследования условий первого порядка, так и для исследова­
ния условий высших порядков. Пусть отрезок [ / 0 > ^1] фиксирован. В 
этом случае каноническая задача имеет вид 

где © — открытые множества; функции х, и, к, К , / , # , С — вектор­
ные, причем й(я) < й(и) (через й(а) обозначается размерность векто­
ра а). Ниже для краткости полагаем 

* ( ' о ) = *о. х(т1)'=х1,' (х0, хх) = р, (х, и) = XV. 
Минимум ищется среди пар функций IV ( • ) = (х ( • ) , « ( • ) ) , таких, что 
х ( ) принадлежит пространству ( № \ ) а ( х ) абсолютно непрерывных функ­
ций, отображающих [ г 0 , и] в (Н а а и( • ) - пространству 2, ^ ( и ) огра­
ниченных измеримых функций, отображающих [/<>> '1 ] в Ша(-и^. Другими 
словами, минимум ищется в пространстве IV = ( I V } ) й X Ь ̂  . 

/ ( * ( Г 0 ) . * ( * 1 ) ) - * П Ш 1 , 

к(х(Т0), х(11))<0, К ( * ( / 0 ) . х ( г О ) = О, 

х = /(*. и, I), 

*(х , и, Г) = 0, С(х, и,1)<0, 

(х(т0).х(11))е91. (х, и, / ) е @ , 

( О 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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Предполагается, что функции 7 ( р ) , к ( р ) , К ( р ) определены и дважды 
непрерывно дифференцируемы на открытом множестве 3й

 С \ ^ 2 а ^ х \ а 

функции г ) , #(н>, С(н>, I) определены и дважды непрерывно 

дифференцируемы на открытом множестве © С ц ^ С ™ ) " 1 " 1 . Кроме того, 
в каждой точке (м>, г ) е такой, что #(н>, г ) = 0, градиенты по управ­
лению 

Я / ы О . Г ) , 1 = 1 , . . . , < * 0 г ) , С у-И(н\ г ) , / € / с ( м \ Г ) 

линейно-независимы, где / с (н> , г ) = { / € { 1 , . . . , 3(С)\ | Су(м>. О = 0 } . 
Таковы предположения относительно 4 к, К, / , # , ( 7 . Прежде чем сфор­

мулировать предположения относительно исследуемой точки м>° е И', 
дадим следующее определение. 

Будем говорить, что I* е ( / 0 » ^ 1 ) есть/,-точка функции <̂  ( г ) : [ г 0 > ? 1 ] "* 

-»• 1ВИ, если существуют крп = — 0 ) , </>пр = у(г* + 0) и существуют 
е > 0, Ь > 0, такие, что 

| * ( 0 - * л К И г - г | у г е ( г * - € . г * ) П [ г 0 ( Г 1 ] , 

1 * ( 0 - < Р п р К ^ и - ' * I У г < Е ( Г , г * + е ) П [ г 0 . Г ! ] . 

Точку разрыва первого рода, являющуюся ^-точкой, будем называть 
точкой /,-разрыва. 

Пусть н>° ( • ) = ( х ° ( • ) , и 0 ( • ) ) е ^ _ пара, удовлетворяющая огра­
ничениям канонической задачи, исследуемая на оптимальность. Предпола­
гается, что управление и0 ( • ) кусочно-непрерывно. Пусть в = { г * , . . . 
. . . , \ — множество точек разрыва управления и0, где 10 < (* < 
. . . < г* < Г!. Будем считать, что в непусто (в случае^ когда в пусто, все 
результаты сохраняют силу и упрощаются очевидным образом). Предпо­
лагается, что каждая €Е в есть точка /,-разрыва. Наконец, предпола­
гается, что к » 0 6 1 е в , и > 0 / п Р < = е У г ? Е 0 , где и; 0'л = и > ° ( г ; - 0 ) , н>°'пр = 
= м ; ° (Г 1 ?+0) . 

2. Минимум на множестве последовательностей, понтрягинский мини­
мум. Через би> = (8х, б и) будем обозначать вариацию из пространства И', 
а через {5н>„} — последовательность вариаций в ИЛ Пусть 5 — произволь­
ное множество последовательностей в IV, выдерживающее операцию взя­
тия подпоследовательности. Следуя [ 6 ] , будем говорить, что м>° — точка 
минимума на 5, если не существует {5и>„| Е 5 такой, что для всех п 

/ ( р ° + 6 р „ ) < / ( р ° ) , к ( р ° + 6 р й ) < 0 , К ( р ° + 5р„) = 0, 

л : 0 +8хп = /(ы° + 5н>„, I), + 8ып, Г) = 0, С(и>° + 6щ. I)<0, 

( р ° + 5 р й ) е < ? > , (н^ + б м , я . о е в , 

где дрп=(дхпМ, бх^)), р°=(х°(т0), х0^)). 
Аналогично определяется строгий минимум на 5 (нужно в предыду­

щем определении лишь заменить строгое неравенство / ( р ° + § Р П ) < 
< / ( р ° ) на нестрогое и потребовать дополнительно, чтобы последова­
тельность { &ып\ не содержала нулевых членов). 

Всякий локальный (в смысле некоторой топологии) минимум можно 
задать и как минимум на соответствующем множестве последователь­
ностей. Например, слабый минимум есть минимум на множестве после­
довательностей \Ьм?п\ в И', таких, что | | 5 х п | | с + \\Ьип\\1ж - * * ( ) , где 
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| | §х |1с = тах \дх(г)\, \\8и\\ь = угаипах| 5/у(г) |. Пусть П 0 есть мно­
гие. *11 °° [ ' о - М 

жество последовательностей { 5и>и} в И/, таких, что || 6п>„ || = || 5хп \\^ , + 
+ II § " п Их,» °> г Д е II § * 11̂ 1 = I & * ( ' о ) I + / I Ьх | Л . Нетрудно видеть, 
что минимум на П 0 также есть слабый минимум. Таким образом, один 
и тот же тип минимума можно задавать при помощи различных множеств 
последовательностей. Этим фактом мы широко пользуемся, подбирая 
для каждого типа минимума множество последовательностей, наиболее 
удобное для исследования. 

Определим теперь понятие понтрягинского минимума [ 6 ] . Будем го­
ворить, что XV0 — точка понтрягинского минимума, если она является 
точкой минимума на множестве последовательностей, удовлетворяющих 
двум условиям: 

а) | | 5* 1^, + | | 6" 11^ ->0; 
б) существует компакт 6 С @ (свой для каждой последовательности), 

такой, что начиная с некоторого номера выполнено условие (м>° + 6н>„, 
Г) 6 & почти всюду (п.в.) на [ ? 0 > ? 1 ] 

Обозначим через П множество последовательностей { б н ^ } в Неудов­
летворяющих условиям а) , б ) , а также следующему условию: 

в) ||#(и>° + 5 ^ , 0 1 1 ^ + | | С+(к° + 8кп, г) \\Ьоа-*0, где С + = ( С 1

+ , ' . . . 
• • •. & а ( С ) ) > = т а х } С :

/ , 0 } . Ясно, что минимум на П также есть 
понтрягинский минимум. 

Отметим, что понтрягинский минимум нельзя определить как локаль­
ный минимум относительно какой-либо топологии. Поэтому понятие 
минимума на множестве последовательностей шире, чем понятие локаль­
ного минимума. 

Очевидно, из понтрягинского минимума вытекает слабый. 
3. Принцип максимума. Сформулируем теперь известные необходимые 

условия первого порядка для слабого и понтрягинского минимума — 
локальный и интегральный принципы максимума. Начнем с локального. 
Нам удобно будет представить его как условие непустоты множества 
Л 0 , определяемого ниже. Положим 

/ = а 0 ^ + оск + 0К, Н=ф/, Н = Н-иг-1лС, 

где а0 - число; ос, $, ф, V, ц - векторы тех же размерностей, что и к, К, 
/, §, С соответственно; оси, /ЗК и т.д. - скалярные произведения. Функ­
ции /, Н, Н зависят от следующих наборов переменных: 

/ = /(ао, <*,&?), Н = Н(ф,к,1), Н = Н(ф,и,ц,щ{). 

Обозначим через X произвольный набор ( а 0 , ос, /3, ф (•), V { • ) , ц ( • ) ) , 
такой-то ос0 Е «КЧа<Е Р * < к > , ' / 3 € К " ( к ) , ф ( ••) е (Н?1)аМ, р( •) € 
€1боЯ , ц( . ) Для произвольных \,щр положим 

1Х(Р) = / ( « о , ос, А р), Нх(к, 0 = Н(ф (Г), IV, 4 

Ях(™,0 = Н(ф(0,Н{),»(0,™,0-

Аналогичные обозначения употребим для частных производных 
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