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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Основным условием теории задач оптимального управления 
является принцип максимума. Хотя это не единственное необ­
ходимое условие, известное к настоящему времени в оптимальном 
управлении, никакое другое не может сравниться с ним по широте 
охвата. 

Основные понятия и представления в теории оптимального 
управления связаны с принципом максимума. Возьмем, например, 
понятие переключения. В вариационном исчислении переклю­
чение, т. е. разрыв первого рода у производных, является особен­
ностью. Это понятно, ибо в вариационном исчислении необходимое 
условие (уравнение Эйлера) сводится к краевой задаче для обык­
новенного дифференциального уравнения второго порядка. Пере­
ключения осложняют сведение и поэтому воспринимаются как 
особенность. В оптимальном управлении возникла новая форма 
необходимого условия — принцип максимума. Для принципа мак­
симума переключение не означает никаких дополнительных труд­
ностей. Переключение из разряда особенностей перешло в разряд 
обычных явлений. Как важнейшая характеристика синтеза воз­
никло понятие поверхности переключения. В свою очередь то, 
что «трудно» для принципа максимума, воспринимается в теории 
оптимального управления как особенность, например особый ре­
жим или сингулярная составляющая меры в случае фазовых огра­
ничений. 

Принцип максимума имеет большое значение и для развития 
численных методов оптимизации. Нельзя добиться больших успе­
хов в численном решении задач оптимального управления без 
достаточного количества решенных модельных задач. А решить 
полностью или хотя бы качественно задачу оптимального управ­
ления можно практически только с помощью принципа максимума. 
Может быть, трудности, которые имеют место при численном ре­
шении задач оптимального управления с фазовыми и смешанными 
ограничениями, связаны с тем обстоятельством, что мало иссле­
довано модельных задач и что теория принципа максимума для 
этого случая недостаточно развита. Принцип максимума и непо­
средственно может служить основой численного метода. Мы имеем 
в виду методы, цель которых найти траекторию, удовлетворяющую 
принципу максимума. 

Наконец, следует отметить, что, являясь мощным аппаратом 
решения пусть модельных, но далеко не тривиальных задач, прин-
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цип максимума служит прогрессу теории оптимального управле­
ния, расширяя и углубляя наши представления о том, как «устроен 
мир» задач оптимального управления и их решений. 

Наличие фазовых и смешанных ограничений сложной природы, 
например смешанных ограничений типа неравенства, ведет к ус­
ложнению как формулировки принципа максимума, так и его 
свойств. Появляются новые объекты — мера и функциональные 
множители Лагранжа. Становится необходимым изучение свойств 
этих объектов в зависимости от свойств системы оптимального управ­
ления, изучение взаимосвязи между различными частями принципа 
максимума. Иначе с принципом максимума просто нельзя будет 
работать. 

Книга посвящена вопросам теории и применения принципа 
максимума в задачах оптимального управления со сложной струк­
турой локальных ограничений. 

Содержание ее следующее. 
Главы 1—5 написаны А. А. Милютиным и включают доказа­

тельства и исследование принципа максимума регулярной кано­
нической задачи. Регулярная каноническая задача предполагает 
сложные локальные ограничения: фазовые и регулярные смешан­
ные. Напомним, что регулярность не исключает линейной зави­
симости градиентов по управлению функций, задающих смешанные 
ограничения. Класс регулярных задач и соответствующий прин­
цип максимума не освещались в литературе. 

В гл. 2 исследуется вопрос о зависимости уравнения на 
^-компоненту сопряженной переменной от остальных условий прин­
ципа максимума. В классической задаче оптимального управления 
уравнение на ^-компоненту является следствием условия макси­
мума функции Понтрягина и уравнения на ^-компоненту сопря­
женной переменной. Оно так и выводится. Оказывается, что в слу­
чае регулярной канонической задачи это, вообще говоря, не так. 
Уравнение на t-компоненту сопряженной переменной становится 
независимым от остальных условий принципа максимума. В связи 
с этим, естественно, возникают понятия экстремали и ослабленной 
экстремали. Экстремаль удовлетворяет всем условиям принципа 
максимума, кроме тех, которые связаны с терминальными компо­
нентами задачи. Ослабленная экстремаль удовлетворяет тем же 
условиям, за исключением уравнения на ^-компоненту сопряжен­
ной переменной. Иногда бывает удобно находить ослабленные 
экстремали. Поэтому в гл. 2 обсуждаются условия, гарантирующие 
совпадение ослабленных экстремалей и экстремалей. В случае 
их выполнения не нужно заниматься «отбраковкой» ослабленных 
экстремалей. 

Наличие в системе оптимального управления фазовых огра­
ничений приводит к тому, что в правой части сопряженных урав­
нений появляется слагаемое, являющееся мерой. В результате 
они перестают быть обыкновенными дифференциальными урав­
нениями. Возникает вопрос о нахождении условий, обеспечиваю­
щих ту или иную степень простоты структуры меры. Такие условия 
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приводятся и обсуждаются в гл. 3. Главными из них являются 
необходимые условия наличия скачка и необходимые условия 
наличия сингулярной составляющей у меры, входящей в принцип 
максимума. 

В гл. 4 развивается теория инвариантности экстремалей. 
В вариационном исчислении есть два типа связи между задачами: 
замена переменных и параметризация. В оптимальном управлении 
связи между задачами разнообразнее и богаче. В главе классифи­
цируются типы связи между системами оптимального управления 
и доказывается, что их экстремали пересчитываются друг в друга. 

Доказательству принципа максимума регулярной канонической 
задачи посвящена гл. 5. Регулярная задача оптимального управ­
ления является частным случаем общей канонической задачи. 
Соответственно принцип максимума регулярной задачи может 
быть получен из принципа максимума общей канонической задачи. 
Однако принцип максимума регулярной канонической задачи мож­
но доказать проще, не прибегая к понятиям и конструкциям до­
казательства принципа максимума общей канонической задачи, 

С. А. Чукановым написана гл. 6. В ней рассматривается весьма 
общая задача оптимального управления, в которой обыкновенные 
дифференциальные уравнения заменены на интегральные урав­
нения второго рода на произвольном компакте с мерой. К этой за­
даче может быть сведен весьма широкий класс задач оптимального 
управления, например общая каноническая задача Дубовицкого 
и Милютина, задачи с отклоняющимся аргументом (в том числе 
с запаздыванием), некоторые задачи с уравнениями в частных 
производных и др. Приведены примеры редукции различных задач 
перечисленных типов к общей форме. Для общей задачи дано до­
казательство принципа максимума, отвечающего использованию 
обобщенных на рассматриваемый случай вариаций скольжения. 
Доказательство проводится по схеме Дубовицкого и Милютина. 

А. П. Афанасьевым написана гл. 7. В ней рассматривается 
оригинальная схема решения задач со свободным концом. Она 
состоит в продолжении параметра, которым является длина вре­
менного отрезка. Если последовательность режимов (т. е. наборов 
активных индексов) на решении известна, то решение легко вос­
станавливается. Поэтому если при продолжении последователь­
ность индексов не меняется, то оно осуществляется без труда. 
Трудности возникают тогда, когда продолжение с неизменной по­
следовательностью режимов невозможно. В этом случае, согласно 
алгоритму, следует решить вспомогательную задачу оптимального 
управления. Вспомогательная задача всегда оказывается инва­
риантной относительно замены времени. Для успешной реализа­
ции алгоритма важное значение имеет исследование вспомога­
тельных задач. По-видимому, мы имеем дело с ситуацией, когда 
из потребностей чисто прикладного характера возникает новый 
интересный класс задач, далеко не безразличный для теории оп­
тимального управления. В главе содержится исследование неко­
торых типичных вспомогательных задач. 
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В. В. Дикусаром написаны гл.8—10. Они посвящены вопросам 
численного решения задач оптимального управления с локальными 
ограничениями. Обсуждаются методы нахождения допустимой 
траектории, удовлетворяющей принципу максимума. Круг рас­
смотренных вопросов включает также решение краевой задачи, 
интегрирование системы обыкновенных дифференциальных урав­
нений (в том числе и на большом отрезке времени), предваритель­
ное выяснение «геометрии» выхода траектории на фазовую границу, 
учет нерегулярных смешанных ограничений и др. В качестве при­
мера приводится решение задачи входа аппарата в атмосферу с уче­
том ограничений на величину полной нагрузки. Заключительная 
глава посвящена вопросам развития пакетов прикладных программ 
для решения задач оптимального управления. 

Авторы благодарят А. В. Дмитрука и Н. П. Осмоловского 
за полезные обсуждения материала книги и за большую помощь, 
оказанную при подготовке книги к печати. 



ГЛАВА ПЕРВАЯ 

СОПРЯЖЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Введение 
Каноническая задача оптимального управления имеет, как из­

вестно, следующий вид: 

/ (р) -+ min; х (р) < О, К (р) = О, (В.1) 

G (х, и, t) < О, Ф {х, t) < О, (В.2) 

g(x, и, t) = О, (В.З) 

х = / (х, и, t), (В.4) 

р = (х ( f 0 ) , t0; х {tj), tj, и = {их, и2). (В.5) 

На компоненту и2 наложено ограничение 

« 2 G J ? , (В.6) 

где Л — произвольное множество пространства Rd(u2>. (Здесь 
и ниже d (z) — размерность вектора z.) 

Функции задачи / , х, К; g, G, Ф; / определены на следующих 
множествах: 
функции / , х , К — на множестве Q1, открытом в Rd<P); 
функции g, G, Ф; / — на множестве 

Щ = {w = (х, щ, м 2, t) | w е Q2, и2 е Щ, (В.7) 

где Q2 — открытое множество в Rd(™). Временной отрезок [£ 0, t±] 
будем обозначать через А, а траекторию — через (w (t); А). На 
траекторию накладывается также ограничение 

v max | и | <С + ° о , (В.8) 
л 

v min dis (w (0, W > 0. (В.9) 
д 

В наших с А. Я . Дубовицким совместных публикациях вопрос об 
области определения функций задачи не затрагивался. Введение 
в каноническую задачу множеств предложено А. Я . Дубовиц­
ким. 

Последние два ограничения удобно записывать в виде w (t) (Л) d 

(Z <D, где w (t) (Д) = (J w (t), а символ г—, означает замыкание 
*ед 

по мере (см. [1, 2]). 
Предположения, в которых рассматривается каноническая 

задача, сформулированы в [1]. Напомним их. 
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1. Функции / , х непрерывны и обладают выпуклым дифферен­
циалом в каждой точке Q1. 

2. Функция К непрерывно дифференцируема на Q1, J — ска­
лярная функция, х ЕЕ R d < K \ К ЕЕ R d ( K ) . 

3. Функция g непрерывна на Щ вместе с производными по ж, 
иг, t, причем rank g'Ul = d (g) в каждой точке, в которой g = 0. 

4. Функция G: w н-»- Rd(£) непрерывна на $ и обладает в каждой 
точке выпуклым дифференциалом по (х, w l 5 £), причем G' (w, 
х, ui, £) — непрерывная сверху функция своих аргументов на 
Щ X R d( x)+ d( ui)+i. 

Коротко мы с А. Я. Дубовицким эти свойства характеризовали 
как непрерывную сверху выпуклую дифференцируемость. Данной 
терминологии мы будем придерживаться и здесь. 

5. Функция Ф: (х, t) ь-* R d ( ° ) непрерывно сверху выпукло 
дифференцируемо на Щ. 

Таковы предположения, определяющие каноническую задачу. 
Ограничения g = 0, G <^ 0 мы называем смешанными; ограничения 
Ф <J 0 — часто фазовыми. Вообще говоря, введение чисто фазовых 
ограничений в канонической задаче не обязательно, ибо, конечно 
же, они являются частным случаем смешанных. Мы это делаем 
только потому, что рассматриваем случай регулярных смешанных 
ограничений, а в этом случае чисто фазовые ограничения уже не 
являются частным случаем смешанных. 

Смешанные ограничения называются регулярными, если для 
любой точки w, такой, что g (w) = 0, G (w) <^ 0, Ф (x, t) <^ 0, 
max G — 0, существует й х , такое, что gUl (w) йх — 0, (max G)'Ul (w; 
^i) <C 0- Здесь max G = max {Gt \ i = 1, . . ., d {G)}. (Легко видеть, 
что max G также является непрерывно сверху выпукло дифферен­
цируемой функцией на &.) 

Итак, регулярная каноническая задача полностью определена. 
Принцип максимума регулярной канонической задачи вытекает 
из принципа максимума общей канонической задачи, сформули­
рованного в [1]. Принцип максимума регулярной задачи имеет 
следующий вид. 

Мы будем говорить, что допустимая траектория (w° (t), А 0 ) 
удовлетворяет принципу максимума, если выполнены следующие 
группы условий. 

1. Условия существования. Существуют: 
а) постоянная а 0 ЕЕ R 1 , а* ЕЕ R d < H ) , |5 ЕЕ R d ( K ) , р* ЕЕ R d ( p ) , 

р£ Е Е (Rd(P))d(x) ; 

б) функция \j) (t) | г|) 6= R d ( x > + 1 , г|) (t) — непрерывная слева 
функция ограниченной вариации на А 0 ; функции 

a(t) | а ЕЕ R d<G>, a (t) ЕЕ (А 0 ) , 
Ъ (t) | Ъ ЕЕ Rd<«>, Ъ (t) ЕЕ Loo (А 0 ) , 

щ (t) | щ ЕЕ RdW+d^+i , и . (*) е Loc (A 0 ) , i = 1, . . ., d {G)\ 

мера Радона и., определенная на А 0 ; функция с (t) | с ЕЕ R d ( 0 ) , 
с (t) ЕЕ Loc (А 0 , (1) ; функция ср (t) | ф ЕЕ R d (*> + 1 , Ф (0 ЕЕ Lcc (А 0 , р,). 
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2. У с л о в и я п р и н а д л е ж н о с т и 

а) а0 > 0, ак > 0 (это значит, что а х . > 0, i = 1, . . ., d (х))-
pf е а / (р°); р$ <= (р° ) (здесь р ° = ( > ( t 0 ) , t 0 , ж0 ( t x ) , t x ) , где 
Д ° = [ t , £ ] j . 

б) а ° ( 0 > 0 , п (t) = (пх ( t ) , и * ( О , и* ( 0 ) е dG (w° ( t ) ) , 

i i > о , с (t) > о , 2 с = 1, ф ( О = ( ф х ( 0 . ф * ( 0 ) е дсФ. 
(Здесь сФ = 2с ,Ф г . ) 

3. У с л о в и я д о п о л н я ю щ е й н е ж е с т к о с т и 
а) а к х = О; 
б) a (t) G (w° (t)) = О, J сФ\1 (dt) = О. 
4. С о п р я ж е н н о е у р а в н е н и е . Положим г|) ( t ) = ( г | ) х ( t ) , ( t ) ) , 

ij)x GE R d ( x ) , % E E R 1 . Через ф ( d t ) обозначим меру Радона, по­
рожденную ф у н к ц и е й ( t ) . Таким образом, т|) (dt) = ($х (dt), $t (dt)). 
Меры ф х и $ t удовлетворяют следующему уравнению, которое мы 
назовем сопряженным уравнением: 

- ^ (dt) = (t) fx (w« ( t ) ) - a (t) пх (t) + Ъ (t) gx К ( * ) ) ] d t -

- Ф х ( 0 ^ ( ^ ) , (В. 10) 

- ^ ( d t ) = [ % ( t ) / i (ш° ( t ) ) - a (t) щ (t) + 
+ Ъ (t) gt (w° (t))] dt - Ф ; ( t ) ц ( d t ) . ( B . l l ) 

Здесь ф ( t ) = ( Ф х ( t ) , % ( t ) ) , ф х <= R d < x \ % e R 1 . 
5. У с л о в и е м а к с и м у м а . Обозначим, согласно [1], 
V (х, t) = {и | (ж, w, f ) E ^ , g (ж, и, t ) = О, G (ж, и, t ) <^ 0 } . 

(В.12) 
Положим 

Н (Ц>, w) = - ф х / (ж, u , t ) + ifo. (В.13) 

Принцип максимума состоит из следующих условий: 
а) Н fo> ( t ) , w» (t)) (=) О, (В.14) 

H'Ul fl> ( t ) , и ; 0 ( t ) ) - a ( t ) 7 i U l ( t ) + & ( t ) ^ К (*))(=) О- (B.15) 

Второе условие назовем л о к а л ь н ы м п р и н ц и п о м м а к с и м у м а . 

б) шах H(y(t),x0(t),u,t) = 0, * G ( * 0 , * i ] , (В.16) 
иеУ(х°(0. О 

max H(HpUJ>(t),x°(t),u,t) = 0, *G[* 0 >*i)- (В ..17) 
и Ё У ( х ' ( ( ) , i ) 

Ниже мы увидим, что эти условия уже в случае регулярных задач 
специфичны для ^-вариаций и не имеют, вообще говоря, места для 
вариаций скольжения. 

6. У с л о в и я т р а н с в е р с а л ь н о с т и 

"Фх (*о) — о^оР*х„ + S a > c P * x 0 + $К'Хо, (В. 18) 

- "Фх пР = ОД J X l + 3 a * p !U + $K'Xl. (В. 19) 



Для трг — аналогичные условия: 

^ - п Р (*i) = a0p*h + S ocKpth + р л : ^ . 

(В.20) 

(В.21) 

(В.22) 

В настоящем исследовании объектом является не столько зада­
ча оптимального управления, сколько принцип максимума. Мне 
кажется, что недостатком многих работ по теории оптимального 
управления является то обстоятельство, что они заканчиваются 
получением какого-либо условия экстремума. Само же полученное 
условие не исследуется. Вместе с тем условия экстремума должны 
не столько украшать работу, сколько сами работать. 

Задачи оптимального управления, приводящиеся к регулярной 
канонической задаче,— весьма широкий и важный класс задач. 
Единственное условие экстремума для данного класса и есть при­
веденный выше принцип максимума. Поэтому задача изучения 
его свойств, нахождение той общей информации, которую можно 
извлечь из него, представляется важной и необходимой задачей. 
В формулировку принципа максимума входит много объектов, и 
надо иметь представление о том, как они связаны между собой в раз­
личных ситуациях, как они влияют друг на друга. 

Мы будем изучать свойства принципа максимума не на стацио­
нарных траекториях, удовлетворяющих всем его условиям, а на 
экстремалях. Экстремалью (или, точнее, отрезком экстремали) 
мы будем называть любую тройку функций (г|5 (t), х (t), и (£)), 
определенную на некотором отрезке А, такую, что, во-первых, 
траектория (w (t), А) = (х (t), и (t), А) допустима локальными огра­
ничениями задачи и удовлетворяет дифференциальному уравнению 
(В.4), а кроме того, существуют функции a (t), b (t), nt (t), с (t), ф (t) 
и мера Радона и. (dt) такие, что выполнены п. б) условий существо­
вания, принадлежности и дополняющей нежесткости, а также 
сопряженное уравнение и условие максимума. 

При таком определении ясно, что экстремали определяются сис­
темой / , g, G, Ф, Л, Q2 и не зависят от терминальных компонент 
задачи оптимального управления: / , х, К. С другой стороны, из 
принципа максимума следует, что, каковы бы ни были / , х, К 
при данных / , g, G, Ф, Л, Q2, решение задачи оптимального управ­
ления достигается на экстремали. 

Из определения экстремали также видно, что не исключается 
случай, когда i|) (t) = 0. Такие экстремали мы будем называть три­
виальными. Дадим точное определение. 

Экстремаль oj) (t), x(t), и (t), А назовем т р и в и а л ь н о й , если-ф (t) = 
== 0 на интервале (t0, ti), где А = [t0, t j . Если же г|з {t) ф 0 на (А) 
(так нам будет удобно обозначать интервал отрезка А), то экстре­
маль назовем нетривиальной. Хотя возможны случаи, когда прин-
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пип максимума достигается на тривиальной экстремали, именно 
нетривиальные экстремали являются наиболее важной характе­
ристикой системы / , g, G, Ф, М, Q с точки зрения теории задач оп­
тимального управления. В этом мы убедимся позже. 

Материал расположен следующим образом. Вначале мы уста­
новим форму сопряженного уравнения, необходимую для дальней­
шего исследования. Мы будем основываться на том известном факте, 
что для любых двух положительных мер Радона на отрезке Д, 
и \i2, производная d\i1/d\i2 определена почти всюду по мере | i 2 и 
принадлежит пространству L, (Д, \i2). 

Затем мы проведем сравнение между экстремалями и ослаблен­
ными экстремалями. Ослабленные экстремали отличаются от экс­
тремалей лишь тем, что в сопряженном уравнении отсутствует 
уравнение на tyt. Такие экстремали возникают, если использовать 
при исследовании задачи оптимального управления вариации 
скольжения. Экстремали же возникают при использовании v-
вариаций. 

В монографиях [3, 4] утвердился следующий способ доказа­
тельства принципа максимума. Сначала устанавливается справед­
ливость сопряженного уравнения только на А затем, полагая 

= —Н, устанавливается справедливость уравнения на не как 
результат варьирования, а как следствие уже доказанного частич­
ного принципа максимума. То обстоятельство, что на данном пути 
удается установить полный принцип максимума, говорит о том, 
что при определенных предположениях вариации скольжения и 
г;-вариации равно информативны. 

Мы с А. Я . Дубовицким давно знали, что эти классы приводят 
к различным по полноте ответам в случае нерегулярных задач 
оптимального управления. Однако то, что они различны и для 
регулярных задач, является новым фактом. Здесь будут приведены 
условия (они являются оригинальными), при которых из частич­
ного принципа максимума следует полный, а также контрпримеры, 
когда эти условия не выполнены. 

Далее мы изложим теорию инвариантности экстремалей. В клас­
сическом вариационном исчислении (да и не только в классическом) 
форма задачи настолько проста, что ее практически невозможно 
менять. Поэтому теория инвариантности экстремалей сводилась 
лишь к установлению инвариантности относительно невырожден­
ной замены переменных и относительно перехода к параметриче­
ской записи задачи. В оптимальном управлении с его допущением 
локальных ограничений возможности переписки задачи резко воз­
растают. Соответственно расширяется и теория инвариантности 
экстремалей. Окажется существенным рассмотрение именно экс­
тремалей, а не ослабленных экстремалей. Для последних теория 
инвариантности оказывается беднее. 

Далее мы найдем условия, при которых мера |Л может иметь 
скачок на интервале ( Д ) или иметь сингулярную составляющую. 
Под условиями скачка мы понимаем не то, что функция г|) испыты­
вает скачок вдоль градиента фазового ограничения (таково no­
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нимание в монографиях [3, 4]), а гораздо более тонкое условие, 
накладывающее ограничение на множество значений управления, 
на которых достигается максимум В для значений г|) (t) и oj)np (t). 
Впервые для канонической задачи с независимыми градиентами 
это условие было получено мной в 1971 г. и приведено в курсе 
лекций, которые я тогда прочел на механико-математическом фа­
культете МГУ. Здесь же оно устанавливается для регулярной за­
дачи, более общей, нежели задача с независимыми градиентами. 
По-видимому, это же условие можно перенести и на некоторые 
(а может быть, и на все) случаи нерегулярных задач оптимального 
управления. Что касается условий наличия сингулярной состав­
ляющей мер [х, то ранее никаких его аналогов не было. 

Наконец, мы дадим доказательство принципа максимума ре­
гулярной задачи. Такое доказательство до сих пор отсутствует 
в нашей литературе. Правда, есть доказательство принципа макси­
мума общей канонической задачи оптимального управления, при­
надлежащее А. Я. Дубовицкому и мне, которое содержит в себе и 
доказательство принципа максимума регулярной канонической 
задачи. Однако принцип максимума регулярной задачи можно 
доказать проще и короче, и поэтому нет нужды в предварительном 
знакомстве с исследованиями общей задачи оптимального управ­
ления. Мне думается, что публикация доказательства принципа 
максимума регулярной канонической задачи будет способствовать 
дальнейшему развитию теории оптимального управления. 

§ 1. Ограниченность как следствие измеримости 
для множителей Лагранжа 

при смешанных ограничениях 

Здесь мы установим, что в условиях существования достаточно 
было бы потребовать просто измеримости функций a (t) и Ъ (t). 
Их принадлежность Loo (А 0 ) является следствием локального прин­
ципа максимума и условий дополняющей нежесткости. 

Действительно, из условий дополняющей нежесткости следует, 
что a (t) отлична от нуля на множестве, на котором max G (w° (t)) — 
— 0. Поскольку траектория (и0 (t), А 0 ) допустима ограничениями 
задачи, то без нарушения общности можно считать, что почти всю­
ду на множестве, на котором a (t) отлична от нуля, выполняется 
равенство g (w° (t))=0. Согласно условию регулярности смешан­
ных ограничений, в каждой точке t этого множества существует 
йх (t) такое, что 

(max G)Ul(wQ (*), йг (t)) < - 1, g'Ut (иР (t)) йг (t) = 0. 

Согласно локальному принципу максимума, имеем 

Ч>« (*) /ш К (*)) "1 (0 = a (t) nUl (t) a, (t) = ( 2 a (t)) a (t) nui (t) щ (t), 
(1.1) 

где a(t) — у^> . Ho S a = 1» a > 0 (см. условия принадлеж-
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ности). Следовательно, a (t) п (t) Е= д max G (w° (£)), откуда 

« (0 " u i С) и 1 (*) ^ — 1 - Из ( 1 , 1 ) получаем 

Ч>* (О / В 1 (*)) *i (О < - 2 а (*). ( 1 . 2 ) 

Отсюда ограниченность a (£) будет легко следовать, если мы пока­
жем, что йг (t) можно выбрать ограниченной функцией. Нетрудно 
доказать, что это действительно можно сделать. 

С вопросом существования некоторой измеримой ограниченной 
выборки мы не раз будем встречаться в дальнейшем. Этот вопрос 
решается на основании общих теорем, к которым задача приво­
дится с помощью некоторой стандартной техники. Для данного 
случая мы проведем рассмотрения полностью, а в дальнейшем по­
добные технические рассмотрения будем опускать. 

Сначала, однако, закончим доказательство. Итак, ограничен­
ность a (t) доказана. Ограниченность b (t) элементарно следует 
теперь из условия полноты ранга g'Ul. 

Заметим, что из доказанного следует, что a (t)mb (t) оценивают­
ся в каждой точке через | % (t) |. Отсюда можно сделать опреде­
ленный вывод (при отсутствии фазовых ограничений): if? (t) — абсо­
лютно непрерывная (даже липшицева) функция, и сопряженное 
уравнение можно записать в форме дифференциального уравнения 

dty dty. 
^ = Hx — anx + bgx, = Ht — ant+bgt, (1.3) 

Так как / /д. nHt линейно зависят отг|)х ( i t ) , то система (1.3) является 
относительно (t) линейной неоднородной системой. 

Поскольку, однако, a (t) и b (t) оцениваются через tyx (t), то 
свойства сопряженной системы близки к свойствам линейной систе­
мы. Так, например, справедливо утверждение, что если г|)х (t) 
хотя бы в одной точке равно нулю, то 

а|)х (t) = О, a (t) = 0, Ъ (t) = 0. 

Теперь мы можем заняться ограниченностью и измеримостью вы­
борки. 

Теорема 1 .1. Пусть / — многозначное отображение R d ( x ) 
в Rd(y> с замкнутым графиком. Тогда существует борелевский се­
лектор отображения / , определенный на dom / . 

Напомним, что dom / означает область определения отображе­
ния / . Селектором называется однозначная функция у = ф (х) 
такая, что ф (х) ЕЕ / (х) Vx ЕЕ dom / . 

Сведение к этой теореме в данном случае несколько громоздко. 
В других случаях, которые нам встретятся, оно будет, как пра­
вило, короче. Приведем его. 

Положим К = w° (t) (А 0 ) . Таким образом, К состоит из всех 
точек w = (х, и, t), которые принадлежат графику замыкания по 
мере функции w° (t) на отрезке Д°. Так как на траектории (w° (t), 
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А 0 ) выполнены локальные ограничения, то на К справедливы со­
отношения 

max G < 0, g = 0. 

Обозначим через Ж множество тех значений t, для кото­
рых max G {w° (*)) = 0. Тогда, очевидно, Км = w° (t) | V (Д°) CZ Z 
и max G = 0 Vw Е= Км- Ясно, что в силу условий дополняющей 
нежесткости a (t) равна нулю вне Ж и, следовательно, ограничен­
ность a (t) достаточно установить на Ж. 

Продолжим конструкцию сведения к теореме о борелевском 
селекторе. Рассмотрим jx — многозначное отображение, опреде­
ленное на К: 

fi И = {nUl I nUl ди1 max G (w)}. 

Таким образом fx — многозначное отображение R d ( № ) в Rd<Mi) 
В силу дифференциальных свойств функций Gt, а также функции 
max G заключаем, что / обладает компактным графиком. На мно­
жестве R d ( u i ) х К определим функцию cp (nUt, w): 

Ф (nUl, w) = min I nUl — XgUl (w) |. (1.4) 
x 

(Здесь I . I означает евклидову норму в R d( ui>). Согласно предпо­
ложению о ранге, rank g'Ul = d (g) в любой точке К, поэтому усло­
вием минимума *к определяется однозначно по nUl, а так как g —• 
непрерывно дифференцируемая функция, то % является непрерыв­
ной функцией от nUl, w. 

Определим теперь многозначное отборажение / 2 , отображаю­
щее Rd<w> X R 1 в R d(wt). Положим 

/2 (w, z) = {nUl I nUl e A (w), ф (nUl, w) = z). 

Так как ф — непрерывная функция на R d ( u i ) х К, ah — ком­
пактное отображение, то отображение / 2 также компактно. Отсюда, 
согласно теореме о селекторе, существует борелевский селектор 
v (w, z), определенный на dom / 2 . Положим 

z (w) = min {ф (raUl, w) I nUl e U (w)}, (1.5) 

Так как / х — компактное отображение, а ф— непрерывная функция, 
то z (w) — непрерывная снизу функция и, следовательно, боре-
левская на К. 

Рассмотрим 

Пиг О = V К ( 0 , * К ( О ) ) - (1-6) 

Так как w° (t), z (w° (t)) — измеримые по Лебегу функции t, 
a v — борелевская функция, то nUl (t) — измеримая по Лебегу 
функция, ограниченная по построению. Положим 

- *1 (*) = пих(t)-%X (nUl(*))g'Ut К ( * ) ) . (1.7) 
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Ясно, что их (t) — ограниченная измеримая функция на А 0 . Мы 
покажем, что на Ж функция й1 (t) обладает следующим свойством: 

^ K ( 0 ) " i ( * ) = 0; (max G)^ К (0, в 2 ( * ) ) < — С , (1.8) 
где С ^> 0. Тем самым требуемое будет доказано. 

Действительно, если w 6Е Км, то 

Яй^: (max G)„ t (н>, «i) = — 1, gUl (w) йх = 0. 
Следовательно, из определения h вытекает, что 

Пи1 — Я (nUl) gut (W) U[ < — 1. 
И, таким образом, ф (rcUl, w) ^> 0. Но отсюда z (w) > 0 на / О ь 
а так как z (w) — полунепрерывная снизу, то 

min z (w) = t, ^> 0. 

Отсюда, согласно (7), следует, что 

I пг (t) I > £ при t е Ж. (1.9) 

Равенство (ш) йг (t) = 0 следует непосредственно из опре­
деления йг (t) и выполняется не только на Ж, а и на всем отрезке А 0 . 

Далее, так как для каждого t GE Ж функция ф (nUl, w° (t)) до­
стигает своего минимума по множеству/ х (w° (t)) на nVl (t), то спра­
ведливо неравенство 

(max G)Ut (w, м г) < — | йг (t) |2. 

Отсюда и из (1.9) вытекает, что на Ж справедливо неравенство 
(max G)'Ul (w° (t), щ (t)) < — £0l 

где ^> 0. Тем самым условия (1.8) доказаны. 
Нам осталось сделать последнее замечание. Мы употребляем 

выражения «всюду на А», «всюду на Лъ относительно измеримых 
функций, о которых достаточно знания их на множестве полной 
меры. Тем самым мы допустили неточность. Следует во всех соответ­
ствующих мерах слово «всюду» заменить на слова «почти всюду». 

Нам хотелось не загромождать доказательство и как можно яс­
нее обнажить его основную структуру. Поэтому мы не отвлекались 
на частности. Мы и впредь будем использовать такой прием изло­
жения, разумеется там, где это корректно. 

§ 2 . Представление сопряженных уравнений 
в виде дифференциальных 

(вторая форма сопряженных уравнений) 
Вторая форма будет иметь вид дифференциальных уравнений, 

которым должна удовлетворять функция oj) (t) на А 0 . Она удобна 
тем, что является условием, непосредственно накладываемым на 
а|? (£), т. е. на функцию, которая входит в формулировку принципа 
максимума и непосредственно участвует в формулировке п. 5. 
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Вывод второй формы сопряженного уравнения основан на следую­
щих известных фактах теории меры. (Мы уже упоминали об одном 
из них, а сейчас дадим точные формулировки всех, нам необходи­
мых.) 

Пусть о* (dt) — неотрицательная мера на отрезке А, сг(А°) ^> О, 
и v (dt) —произвольная мера Радона со значениями в Rd<v>. Пусть 
^ Е А. Говорят, что в точке t^ существует производная меры v 
по мере а, если существует конечный предел отношения 

[tlt t2] ЕЭ t„ [tv t2] C_ A, t 2 - t x > 0. 

Значение предела называется производной меры v по мере о" в точ­

ке t* и обозначается 4 -
as t* 

Известны следующие факты, которые мы сформулируем в виде 
трех теорем. 

Теорема 2.1. Производная dv/do является борелевской функ­
цией, определена на множестве полной меры относительно меры а 
и абсолютно интегрируема по мере а. 

Пусть задана мера о и абсолютно интегрируемая по о* функция 
ф (t), ф ЕЕ R d ( ( p ) . Через Ф (t) о мы будем обозначать меру v, опре­
деленную равенством 

v(&) = ^(t)o(dt) V8, 

где Щ — борелевское множество. 
Пусть теперь по-прежнему заданы меры v и а. Представим v 

в виде суммы мер v = vx + v 2 , где vx — абсолютно непрерывна 
относительно меры о-, a v 2 — сингулярна относительно меры о. 
Такое разбиение всегда существует и единственно (отсюда, кста­
ти, следует, что v x и v 2 линейно зависят от v) . 

Теорема 2.2. Пусть dv/do = ф (t). Тогда v t (dt) = q> (t) о (dt). 
Из теоремы 2.2 следует, что dv/do есть плотность абсолютно 

непрерывной относительно меры а составляющей меры v. 
Теорема 2.3. Пусть ог, о2 — неотрицательные меры Радона 

на А, а х (А) > 0, о2 (А) > 0. Пусть борелевская функция ф (t) 
определена всюду на А и абсолютно интегрируема по мере аг. По­
ложим v (dt) = ф (t) о*! (dt). Тогда 

( = ) ф (0 do2

 v ст2

 7 da2 

Символ ( = ) означает равенство почти всюду по мере ст. 
а Заметим, что мерой v функция ф определяется не однозначно, 

а лишь с точностью до множества нулевой с^-меры. Из теоремы 2.3 
следует, таким образом, что, несмотря на это, произведение 

/.\ d<Ji 
y('~do ° Д н о з н а ч н о определено на множестве а 2-полнои меры. 
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