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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА 
В НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ 
СО СМЕШАННЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

Введение 

Работа посвящена двум вопросам. Во-первых, оказыва
ется, что для теории принципа максимума в линейных 
системах с общими выпуклыми ограничениями требова
ние существования оптимальной траектории не сущест
венно. Достаточно предположить, что существует конеч
ная нижняя грань значений функционала на допустимых 
траекториях. Вводится понятие стационарной последова
тельности, для которой обобщается принцип максимума, 
полученный в [2], [3]. Во-вторых, рассматривается воп
рос о существовании регулярного принципа максимума 
в случае выпуклых смешанных ограничений в линейной 
системе. Под регулярным понимается такой принцип 
максимума, сопряженное уравнение которого не содер
жит членов с мерой, сосредоточенной на множестве фа
зовых точек. Первый результат в этом направлении при
надлежит А. М. Тер-Крикорову. В [1] он сформулировал 
условия на линейную задачу, гарантирующие, что среди 
множества принципов максимума, которым должна удо
влетворять оптимальная траектория, обязательно най
дется регулярный. Нами приводятся гораздо более сла
бые условия, нежели условия А. М. Тер-Крикорова, при 
которых справедливо такое утверждение. 

В работе [1] рассмотрена оптимальная задача. 
т 

Задача I. Найти sup/, / = ^ах+ budt + а0х(Т), если: 
о 

1. х = А0х + В0и + с0, х (0) — R0y — г0= 0; 

2. Q 0 * ( T ) - ? o > 0 , £ 0 у - / 0 < 0 , У>0; 

3. Агх — В^и — q > 0 , а > 0 . 

х> и, У> <7о> / 0 . CiGEn> Е \ Em> Em\ Em\ E\ 
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Векторы a, b, cQ, ci и строки матриц Д>, B0i Аи Bi — огра
ниченные измеримые функции на отрезке О, Г. 

Решение ищется в классе всех x(t), u(t), г/, удовле
творяющих условиям 1—3; 

x(t)eL%>; u(t)eL£\ 

На самом деле в [1] исследована задача о max /, а не 
о sup /. 

Мы даем более общую формулировку, так как в на
шей работе исследуются необходимые условия экстре
мума для задачи о sup /. 

В такой постановке проблема существования оптима-
ли сводится к более простому вопросу об ограниченности 
множества значений /. При этом оказывается, что для ли
нейных задач со смешанными ограничениями необходи
мому условию экстремума можно придать форму, рав
ным -образом обслуживающую как задачи о sup /, так и 
задачи о max /. 

Необходимые условия экстремума задачи I (для 
max /) были получены в [1] в следующих предположе
ниях: 

1.1. Л 0 , 5 0 , Al9 R0>0, с0 = а, Ъ = —с19 а 0 = г 0 . 

1.2. Существует траектория **(/), u*(t), у*, допусти
мая 1 — 3 : 

Q o * * C O - < ? o > 0 , £ о У . - / 0 < 0 ; 
vrai min (ALx^ — Вги^ — cL) > 0. 

о,Т 

(Если a(t)ба(0> • • •» a s (0)> т о v r a i m i n a ( t ) — вектор, 
о,Т 

компоненты которого vrai min at (t), i = 1, . . . , s.) 
0,T 

1.3. Управление u(t)=0t y = Q допустимо ограниче
ниями 1, 3; 

/ G G \ 
1A. B, = \ 0 , элементы матриц G0, GA больше 

некоторой положительной константы. 
В этих предположениях в [1] показано, что каждая 

оптимальная траектория удовлетворяет регулярному 
принципу максимума. Регулярный принцип максимума 
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характеризуется тем, что его сопряженное уравнение не 
содержит членов с мерой, сосредоточенной на множестве 
фазовых скачков оптимали. 

Предположения 1.1 — 1.4 не исключают существова
ния фазовых скачков оптимальной траектории, а 
значит, и существования нерегулярных принципов макси
мума. 

Таким образом, результат работы [1] означает, что сре
ди принципов максимума любой оптимали задачи I, удо
влетворяющей 1.1 — 1.4, обязательно найдутся регуляр
ные. В этой связи уместно отметить, что в [1] найдены не 
все принципы максимума задачи I (удовлетворяющей 
1.1 — 1.4), а лишь регулярные. 

В настоящей работе результат [1] (о существовании 
регулярного принципа максимума) обобщается в трех 
направлениях. 

а. Мы не предполагаем существования оптимальной 
траектории. 

б. Результат оказывается верным не только для мак
симизирующих последовательностей, но и для любых 
стационарных последовательностей допустимых траек
торий. 

в. Предположения 1.1 — 1.4 значительно ослабляются. 
Схема работы следующая. 
Сначала мы обобщаем принцип максимума, получен

ный в [2], [3], на случай стационарных последовательно
стей (разумеется, применительно к задаче I ) . Это обоб
щение представляется нам интересным уже само по себе. 

Затем, используя полученный принцип максимума, до
казывается, что при выполнении условий 1.1'— 1.4х (ко
торые формулируются ниже) каждая стационарная по
следовательность обладает регулярным принципом мак
симума. 

Применение этой теоремы к последовательности, все 
члены которой совпадают с фиксированной оптималью, 
приводит к результату А. М. Тер-Крикорова [1]. 

Сформулируем требования 1.Г— 1.4'. 
1.1'. В 0 , # о ^ О , относительно матрицы Д предполага

ется неотрицательность недиагональных элементов. 
1.2'. Существует допустимая ограничениями 1, 3 тра

ектория х* (/), (t), у* 
vrai min (Atx. — BLut — сг) > 0. 

о,г 
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1.3'. Управление u(t) = 0 , у=0 допустимо ограниче
ниями 1, 3. 

Перед тем как формулировать условие 1.4', напомним 
определение замыкания по мере [4]. 

Пусть z(t)—измеримая вектор-функция, определен
ная на множестве ЕаО, Т. Через z(Ef t) обозначается со
вокупность всех z, для каждой из которых выполнено 
условие: 

каковы бы ни были окрестности Vz, Vt точек z и /, 
найдется измеримое множество 

eaVtftE, m e s e > 0 , 
такое, что z(t^Vz для всех t'fie. Если £ = 0, Г, то вместо 
z(E\t) пишут z(t). 

Положим, 

l(E)={z9t;ze'z(E\f)}. 

В [4] доказано: 

1(E) = П * ( £ ' ) . £ ' С Я , m e s ( £ \ £ ' ) = 0. 

(Здесь 

z(E') = {z, t; z -z(t)9 t£E'}9 

черта означает замыкание в пространстве z, t.) Вернем
ся к формулировке условия 1.4'. 

1.4'. Для любой пары матриц 

удовлетворяющей условию 

имеет место включение 

Здесь Rt, Rt, R+ — неотрицательные октанты Еп, Ek, Es. 
Непосредственно видно, что требования 1.1', 1.2', 1.4' 

заметно слабее требований 1.1, 1.2, 1.4; 1.3' совпадает 
с 1.3. 
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1. Стационарные значения функционала j 
на последовательностях траекторий xs(t), us(t), у 

Мы будем рассматривать последовательности 
* = {Xs (0» Us (0» # sb 

члены которых допустимы ограничениями 1 — 3 и вдоль 
которых существует конечный предел значений / 8 функ
ционала /. Этот предел для последовательности т обо
значается через / ( т ) . 

Пусть /. — некоторое число. Через т(/ .) обозначается 
совокупность всех допустимых последовательностей т, 
для которых /(т) = /*. 

Последовательность т, допустимая ограничениями 
1 — 3, называется стационарной, если система 

Qo*(T)-q0>0, £ 0 * / - / 0 < 0 , у > 0 ; 

vrai min (Лхл: — Вхи — сг), а > 0 ; (1.1) 
г 
j ах + ЬаЛ + а 0л: (Г) > / 
о 

несовместна с условием 1 при / = / ( т ) . 
Непосредственно видно, что если т — стационарная 

последовательность, то любая последовательность 

* ' 6 * ( / ) ; / = / ( * ) 
будет стационарной. Поэтому уместно говорить о стацио
нарных значениях /. 

Определение. Число / называется стационарным зна
чением, если отвечающие ему условия 1.1 несовместимы 
с условием 1 и х(1)ф0. 

Очевидно, если sup / = / является конечным числом, то 
любая максимизирующая последовательность является 
стационарной, а / — стационарным значением. Таким об
разом, стационарность является необходимым условием 
оптимальности. 

Критерий стационарности jo 

Пусть /о — стационарное значение. Это эквивалентно не
совместимости условий (1.1), отвечающих значению / 0, 
с условием 1. 
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Поскольку некоторые из множеств (1.1) в общем слу
чае могут быть и пустыми, то, чтобы обеспечить себе 
возможность использования аппарата нетривиальных 
решений уравнения Эйлера (н. р. Э.) [5] для исследова
ния стационарности / 0, преобразуем эти условия. 

Для этого введем пространства W, W± и линейный 
оператор F: 

W:w = (x (/), и (/), с (О, У, q, U /), 

I HI = + 1 и> eh,* +1х
 ч> l> i I; 

с, q,l,jeE8, Ет\ Ет\ Е1; 

W^iLl, Ё1, Ет\ Ет\Е\ Z£ }). 

Оператор F определим формулой 

F (w) = (А0х + В0и — х,х (0) — R0y, Q0x(T) —q,L0y + l, 
т 

j — J ax + budt — a0x (Г), Axx — Bxu — c). 
0 

Непосредственно видно, что F: 

W™WV 

Положим, 

/о = ( ^o> r o> 9o» A)> 0, cL). 
Тогда 

Используя эти обозначения, условия 1.1 и 1 можно за
писать в эквивалентной форме: 

F(w)-f0 = 0; (1.2) 
<7> U У> j — /о» vrai mill с (t), и (t) > 0. (1.3) 

[о.г] 

Ясно, что отсутствие общих точек у выпуклых непу
стых множеств (1.2), (1.3) пространства W равносильно 
несовместимости условий (1.1) и I. Так как множество 
(1.3) открыто, то согласно [5] отсутствие общих точек у 
(1.2), (1.3) эквивалентно существованию их н. р. Э. Для 
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выписывания этого н. р. Э. укажем общий вид линейных 
функций пространства W, неотрицательных на (1.2) и 
(1.3) соответственно. Так как F: 

W™W19 

то из теоремы о существовании обратного оператора сле
дует, что линейные функции, неотрицательные на (1.2), 
имеют вид: 

J 4 ( V + В0и + Co-x)dt + kr (х (0) - R0y - г 0 ) + 

+kq (Q0x (T)-q0-q) + kt (L0y - l Q + l) + 

+ (i (A±x — BLu — q — c) + 

+ s(j— j* ax+budt — a0x (T)\ + 6 0 , 
\ о 

где 
Ф б ^ ; kn kg, ku 86 Я", Em\ Em\ E1, 

6 0 — неотрицательная константа, 

| i € t g ' . 
Что касается линейных функций, неотрицательных 

на (1.3), то они, очевидно, имеют вид: 
М + + %уУ + so (/ — /о) + Ц(и) + 1 (с) + fix, 

где 

*я, */, *у, s 0, Ь^Ет\ Ет\ Ет, Е1; ц, K£l£y№; (1.3') 
Щ> X / , Ку, S 0 , б 1 ? Г) Д > 0. 

Согласно [5] для н. р. Э. множеств (1.2), (1.3) имеет 
место: 

— J г|) (х — А0х — В0и — с0) dt +kr (х (0) — R0y—r0—r) + 

+ kq (Q,x {T)-qQ-q) + ki (L0y - l Q + l) + 

+ \i (AiX — Bxu — q — c) + 

+ s — J ax + budf — aQx (T) j + -f nd + nyy+ 

+ s 0 (/ - /о) + 11 (и) + Ь (с) + б - 0 (1.4) 
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(равенство выполняется для всех w£W) и выполнено 
нормировочное неравенство: 

\Ц + Ы + Ы + Ы + \*у\ + *о + Ъ>0 

(здесь 6 = 60 + 6 0 . 
Итак, для стационарности числа / 0 необходимо и до

статочно выполнение (1.4) и условия т(]'о)ф0. 
Полагая в (1.4) 

q -=Q0x(T) — q0, l=l0 — L0y, с = Агх — Вхи — сг, 
т 

j = j ах + budt + а0х (Г), 
о 

получим: 
т 

- j 4 (х — AQx — В0и — cQ) dt + kr (х (0) — R0y — r0) + 
о 

+ щ (Q0x (Т) — q0) + %i (t0 — Цу) + %yy + 
+ Х(А1х — В1и — с1) + 

(1.5) 

Нормировочное неравенство прежнее. 
Ясно, что (1.5) равносильно (1.4). 
Так как (1.5) содержит элементы Я, ц пространства 

Loo, не имеющие независимого описания, то в исходной 
форме это условие совершенно неинформативно. 

Целью настоящего исследования является преобра
зование (1.5) к эквивалентной форме принципа максиму
ма, не содержащего в своей формулировке такого объек
та, как элемент из Loo. 
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2. Предварительное преобразование 1.5 

Пусть 

*6*( / 0 ) , * = {x s (0 , us(t),y*}-
Подставляя члены т в (1.5), получим: 

и? (Qo ŝ (0 — <?0) + *i (lo — L0ys) + КуУв + Ц (us) + 
+ X (A^Xs — Btus — q) + б = 

Так как х8, us, ys допустимы ограничениями 1—3, то 
согласно 1.3' слагаемые левой части этого равенства не
отрицательные. Поскольку тбт( / 0 ) , то при s-^oo правая 
часть стремится к нулю. Следовательно, 6 = 0. 

Покажем далее, что нормировка (1.5) равносильна 
более слабому неравенству 

*о + 1М1+К1 + Ы > 0 ' (2- 1) 

Для этого достаточно установить, что из отрицания 
(2.1) следует отрицание исходной нормировки (1.5). 

Пусть 

So = 1 4 ^ K I = = l * ' l = 0 -
Так как при произвольных u(t), у существует функ

ция x(f), удовлетворяющая 1, то, подставляя ее в (1.5), 
получим: 

Л (и) + куу 0 

для всех u(t), у. Поэтому 
h l = K l = o. 

Последнее противоречит нормировке (1.5). 
Следовательно, в качестве нормировочного неравен

ства для (1.5) можно принимать (2.1). 
Продолжим преобразование (1.5). Согласно [4], функ

ционалы К, ц допускают Лебегово разложение: 

К (с) = J hcdt + Хсинг (с), г\ (и) = faudt + цсинг (и); 

Kh^ixXUH\ Чсинг£1'оо-
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сингулярные функционалы. П о определению [4] сингу
лярность означает существование последовательности из
меримых множеств & ь , m e s $ V > 0 таких, что Хсииг, ц^т 
сосредоточены на к а ж д о м из <§Y В [4] показано : 

14 . h»= \ \ h \ < u , j>oH + m i > ln"~l 

и из условия А,, г) ^ 0 следует 

% с и я г , цси™ К h0>0. 

П о д с т а в л я я в (1.5) найденное представление и учитывая 
произвольность x(t), u(t), у, получим, что (1.5) эквива
лентно четырем т о ж д е с т в а м : 

а. j (Boii> + К — B * i h + Sob)
 U<U + ^(B^) — х\синг (и)=0; 

б. —^(x — A0x)dt + k1x(0) + 

+ (Qlxg + s<A>) х (Т) - so j a x d t +1?™* (Atx) = 0; 

в. ку = R*0kr + L*0xf9 

г. J г|)с0Л — /г гг 0 — к<д0 + >с//0 — %синг (сг) — j Л ^ Л = s 0 / 0 . 

(2.2) 

Условия (2.2) нормированы неравенством 

\\%ш н г\\ + J | f t | * + | x , | + | x i | + s 0 > 0 . 

Л е в а я часть (2.2) а есть сумма двух функционалов от и: 
абсолютно непрерывного и сингулярного. Поэтому к а ж 
дый из них вместе с их суммой равен нулю. Таким обра
зом, (2 .2)а равносильно двум т о ж д е с т в а м : 

Я о Ч + К — S l / i + s 0b = 0, 

%тнг (Вки) — г{

синг (и) = 0. 

И т а к , из (1.5) следует: 

а. Bl*ty + hQ— Blh + s0b = 0; 

б. —^(x — AQx)dt + k1x(0) + 

+ (Ql*g + s0%) x (T) — s0 j axdt — К (Агх) = 0; (2.3) 
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в . ху = R*0kr + l*0%i\ 

г. j ^с 0 Л — krr0 — + >c/J0— X ( C j ) — j / i c x ^ = s 0/ 0; 

Л, M ^ s ) > If; 
хеШ'-, 
kr, Tig, X / , Ky, Sq(*E 9 E x

9 E % E 9 E^\ 

h, hQy Kgi ki, ку> s 0 , l(-), A,(BX . ) > 0 

и нормировочное неравенство 

I M + J l * | * + | x ^ + | x , l + s 0 > 0 . 

При переходе от (2.2) к (2.3) мы опустили требова
ние сингулярности функционала X, т. е. (2.3) получены 
ослаблением (2.2), а значит, и (1.5). Таким образом, 
(2.3) являются следствием (1.5). 

Убедимся, что верно и обратное, а именно (1.5) явля
ется следствием (2.3). 

Действительно, введем функционал 
г\(и) = ^ ( 5 ^ ) . 

По условию 

Значит, r i ^ O . Далее, умножим (2.3)а на u(t) и проин
тегрируем от 0 до Г, умножим (2.3) в на у. Складывая по
лученные выражения с (2.3)6, (2.3) г и с 

К (Яхи) — ц (и) = О, 

получим после несложных преобразований: 

— j Ф (х—А0х — В0и — с0) dt + к(А1х — Вхи — cL) + 

+ Ч (и) + kr (х (0) - R0y - r0) + кд (Q0x (T) - q0) + 

+ куУ — x>i(L0y — lo) — 



где 
_ т 

М - ) = М - ) + j k t f . 
о 

л(-) = л ( - ) + Uo-dt. 
о 
О 

Остальные компоненты описаны выше. Так как 
К, П> К й 0 > ° » 

то 

и 

где £ s ££ s —вектор, компоненты которого равны 1. По
этому из содержащейся в (2.3) нормировки следует 

Щ + \ * я \ + Ы + *о>0-
Таким образом, из (2.3) вытекает (1.5) с теми же зна
чениями компонент я|), kr, щ, %h х„, s0. Итак, доказана 
лемма: 

Лемма 2.1. Условия (1.5) и (2.3) можно преобразо
вывать друг в друга, сохраняя нормировку и значения 
компонент г|), kr, xq, Щ, s 0 . 

В частности, (2.3) является эквивалентом стационар
ности значения / 0 . 

Для того чтобы пользоваться (2.3), нам не нужно 
иметь описание X как элемента L^ ' , а достаточно лишь 
уметь описывать его значения на ct и Atx. Иными слова
ми, нам нужно найти эквивалентное описание множества 
всех пар р, dvy допускающих представление: 

9=Х (£?!>; Jxdv = X (А±х)9 хб С{п\ 

где 

Ь б £ £ Г ; Ч*)> Ь(Вг-)>0. 

Процедура нахождения общего вида таких пар назы
вается расшифровкой. 
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Прежде чем проводить расшифровку, найдем эквива
лентную запись (2.3) в терминах пар р, dv. Ясно, что 
при этом изменится лишь форма записи условий (2.3)6, 
(2.3) г. Именно, интегрируя по частям в (2.3)6 (после 

замены X{Avx) на J xdv^j и учитывая произвольность 
x(t), х(0) , приходим к тождеству: 

т т 
^ (0 = J dv + j (Л 0 > + A\h + s0a) dt + Q0*%„ (2.3) 6 0 

t t 

^fnp ( 0 ) = - - f e r - v ( 0 ) , 

т 
(здесь j* dv для определенности означает J dv; г|)Л (Г) — ле-
вый предел ф в Г , я]^ (0) — правый предел я|э в 0). Или 
в дифференциальной форме: 

— dty=dv+ (Ло-ф + + s0a) dt. 

Краевые условия прежние. 
Из (2.3) б 0 следует, что функция гр (^), содержащаяся 

в (1.5), имеет ограниченное изменение (BV). 

3. Расшифровка функционалов к (Ахх + схр) 

Центральной частью расшифровки является применение 
аппроксимативной теоремы [2], [3]. 

Подготовительные построения 

Нам потребуются три пространства, а именно 
X :* (* ) , Р с нормой И с + | р \ ; x(t)£C{n\ р^Е1; 

V:c(t), u(t) с нормой \с, a | L ; c(t), u(t)£L%\ L{£; 

VQ: hc (0, hu (t) с нормой 1 he, hu||Li; hc (t), hu (0 6 L[s\ L[k). 

Ясно, что 

V'0 = V. 

Обозначим через N совокупность функционалов про
странства X, допускающих представление: 
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I xdv + Pp =% (AiX -f c±p) 
для всех x, pdX, где Я (•) Л {В, •) ^ 0 , ||Я|| = 1. 

Через Л обозначим совокупность функционалов Я 
пространства V:K{-), rK{Bi-)'^Qy ||Я|| = 1. 

Если 

то 

|А,| = *.(е,) = 1, 
где es£Es—вектор, компоненты которого равны 1. Поэто
му Л — выпуклое подмножество единичной сферы V'y 

замкнутое в У-слабой топологии (F-слабая топология — 
это топология, порожденная сходимостью на всгх конеч
ных подмножествах V). Следовательно, Л — выпуклый 
слабый бикомпакт. 

Положим, 
F(x, р) = (AiX + cj), 0). 

Ясно, что F — линейный оператор X в V. Поэтому F*— 
аддитивный слабо непрерывный оператор V'-*~X'. Так как 

N = F*A, 

то N — выпуклый бикомпакт (в Х-слабой топологии). 
Из последнего вытекает, что N совпадает со множе

ством линейных функционалов пространства X, опорных 
к сублинейному функционалу 

ф (х, р) = sup f xdv + Pp 
n J 

(см., например, [5]). 
Для того чтобы дать геометрическое описание субли

нейного функционала Ф, которое, в свою очередь, приве
дет к расшифровке пар р, dv, введем конусы Q, L0 про
странства V и конусы Я, L пространства V0. 

Q : vrai maxc (t) >̂ 0; 

L0: Bxu — с = 0, vrai max и <^ 0; 
Я : hc (() > 0; I: (hc (0, B\ (t) hc (t) - hu (t)). 

Все эти конусы непустые, выпуклые; Q открыт в V. 
Выпишем общий вид н. р .Э. конусов 
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Q*: X(c)eL%', X>0, 

L*0: \i {Bxu " с) ц {u)\ T|, \i б Z ^ r , L £ r ; Я > 0. 

(При нахождении L*0 использовалась т е о р е м а [5]: если 
А, В — выпуклые конусы, А—открыт и А[\ВФ0, то 
(А[)В)*=А* + В*.) Для н. р .Э. конусов Q, L 0 имеет место: 

%(с) + \1(В1и — с) — ц(и) = 0, X, л > 0, \Ц>0. 

Из вида этого н. р. Э. следует, что 
[ х = Ь > 0 ; t ] ( . ) = 4 £ i - ) > 0 . 

Сравнивая полученный результат с определением Л, 
заключаем, что Л в точности совпадает со множеством 
всех функционалов Я, нормированных условием \\Х\\ = 
=X(es) = l (вектор esdEs описан выше), каждый из кото
рых является компонентой некоторого н .р .Э. конусов 
й, L 0, отвечающей открытому конусу Q. Так как Vl=V 
и конусы Я, L густы на Q, Ь0 соответственно, то согласно 
аппроксимативной теореме [2], [3] 

Л = п л Г б 0 У , (3.1) 
6>о 

где Л б—совокупность всех hc(t)^0y удовлетворяющих 
условиям 

! ( B X ) " U < e ; 
L i 

Здесь a-(t) означает следующее: пусть a(t)=> 
— (a^t), ..., as(t)) — вектор-функция, at(t) — скаляр
ные функции. Тогда 

<Г(0 = (аГ(0 a7(t)), 

(Мы не будем напоминать определения густоты конусов 
пространства V0 на конусах пространства V._B данном 
случае оно эквивалентно требованию Я* = Й, L* = LQ, 
А выполнение этого требования очевидно.) 
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Преобразование условия 3.1 

Непосредственно видно, что ^ а б о У — бикомпактны в 
У-слабой топологии, убывающие вместе с б > 0 . Так как 
F* : V-+X' — слабо непрерывный оператор, то 

N = FA - F* П КсШоУ^[\F*(KlAa6oV)== П F^MCAa6oX 

6>о 6>о 6>о 
Или, обозначая совокупность всех функционалов про
странства X: j hc(t) (Al(t)x(t)—cl(t)p)dt, hc(t)£A6 через 
N6, получим: 

N = П Й Г 6 " * . (3.2) 
б>0 

Так как Af 6—множества пространства X', убывающие 
вместе с 6 > 0 , то в силу сепарабельности пространства X 
из (3.2) следует: 

Лемма 3.1. Для того чтобы функционал р, dv содер
жался в N, необходимо и достаточно существование пред
ставления: 

j xdv + Pp = lim he (Агх + сгр) dt 

для всех х, pdX, где 

h6

c (t) > 0, 1 (Bl (t) h6

c (0Г \L(k) < 6, j I h6

c j dt = 1. (3.3) 

Преобразование условия (3.3) 

Положим, P, dv£N и h b

c (f) — последовательность сумми
руемых функций 

he > 0, J (Bl (0 hi (t)T \\L(k) < 6, J j h6

c j dt = 1, 

такая, что 

j xdv + Pp = lim j /4(Ал; + c 3p) # 
для всех x, p £ X . Обозначим через e§ совокупность всех t: 

Yb\h6

c(t)\<\(B[(t)h6

c(t)n 
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Тогда 

Vb[\hUdt<[\(Blh6

cr\d(<6. 
еб 

Или 

В силу ограниченности в L r o элементов матрицы В 4 для 
достаточно малых б 

еб 

Пусть 

ев = [О, Г] \еб. 

Положим, 

*б 

Тогда 

r e ( 0 > 0 , J r e ( 0 # = l . 

Так как на е б 

\(B[(t)h6

c(t)r\<:Yb\hUt)\, 

то почти всюду на О, Т 

| ( в 1 ( 0 М 0 П < К б . 

Далее, почти всюду на е+(г6) У} ai6(t) = 1 (е + (г б ) — 

совокупность точек t, для которых г б ( / ) > 0 ) . И наконец, 
в силу ограниченности в Ьж элементов матриц A^t), 
Ct(t) 

lim J Гбав (ЛхА: + с{р) dt = j* + Pp. 
58 



Таким образом, приходим к лемме: 
Лемма 3.2. Для того чтобы dv, p£Af, необходимо и до

статочно существование представления: 

J xdv + ?р = lim j Гбаб (Агх + сгг))dt. 

гдегб9ай^0, г б— скалярная функция, абб^й и выпол
нены условия: ^ r&dt = 1; почти всюду на е+ (г^) 

S а,б (0 = 1; 
i 

почти всюду на 0, Т 

| ( # ( 0 М 0 Г | < б . (3.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость доказана выше. 

Достаточность следует из того, что последовательность 
Гб(0 а б(0 удовлетворяет условиям 3.3 и согласно лем
ме 3.1 пара р, dv содержится в N. 

Найденное в лемме 3.2 представление функционалов 
из N позволяет получить геометрическое описание функ
ционала Ф(х, р). 

Геометрическое описание функционала Ф(х,р) 

Положим, 6 > 0 — фиксированное число. Через Кб обозна
чим совокупность всех пар a6(t), r6(t) ^ 0 , удовлетворяю
щих условиям: г б —скалярная функция, 

« 6 ( 0 6 ^ ; 2 а й (0 = 1 

почти всюду на е+(г6); 

1 (51(0 ал ( О Г К * 
почти всюду на 0, Г, ^ r6(t)dt= J. 
Тогда в силу леммы 3.2 

Ф (х, р) < sup Г Гбссб (Агх + схр) dt. 

Оценим правую часть сверху. 
Положим, 

Щ, г б б Кь, ё С е+ (г б), mes (е+ (гб)\ё) « 0. 
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Имеем 
Г Гб(Хб (А±х + qp) dt < vrai max (Хб (t) (Аг (t) x (0+^i(0 P ) < 
J e+(r6) 

< s u p a 6 (0 (Ax (0*(0 + *i (Op). 

Так как 

то sup функции <&u(t) (Ai(t)x(t) +ci(t)p) переменной t 
на e' в точности совпадает с sup непрерывной функции 
a(Aix{t)+cip) переменной taA^id на ограниченном 
множестве a&AiBici(e/). Поэтому 

f Гбаб (Агх + сгр) dt < sup а (Агх (t) + сгр) = 

= max а (Агх (t) + qp). 
абЛ1В1с1(е') 

Последнее неравенство верно для всех 
e(Ze+(r6), 
mes (е+ (г6)\ё) = 0. 

Так как компакты »а б Л 1 5 1 с 1 (в / ) образуют центрированную 
систему, то 

Г ^б«б (Агх + сгр) dt < max а (Агх (t) + сгр). 
е* 

Правая часть последнего неравенства, как показано 
в [4], допускает представление: 

max а(А±х (t) + qp). 
i 1 

a^AtBtct \e+(r6) 

Если 
I 1 

(aAxB^ £ a^B^ \ e+ (r 6), 

то для этой точки выполнены условия: 

а > 0, 2 <** = 1, Л х Я л 6 £ £ л (0. I | < д. (3.5) 
i 
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Совокупность точек ЬаА^В^си удовлетворяющих (3 .5) , 
обозначим через в б . Ясно, что в б —компакт и 

Ф (х, р) < max а (А±х (t) + сгр). (3.6) 

Компакты в б убывают вместе с 6 > 0 . Обозначим их об
щую часть через в: 

в = П ©б. 
б>0 

Если 
(аАгВ&^в, 

то 

а > 0 , S °>i = !> Л 5 Л 6 Л 5 Л ( 0 , В 1 а > 0 . 
г 

Согласно 3.6 
Ф (х, р) < max а (Агх (t) + с^р). (3.7) 

е 
Убедимся, что в (3.7) имеет место равенство. Действи

тельно, пусть x0(t), р0£Х — произвольная точка. Обозна
чим через UaA^Bi+Ci* точку компакта в, в которой 
aiArfoit) +Cip0) достигает максимума. Тогда согласно 
(3.7) 

Ф fa, Ро) < <*. И х Л (<•) + сиРо)- (3-8) 
Установим обратное неравенство. Так как 

то, согласно определению замыкания по мере [4], длят 
6 > 0 можно указать измеримое множество еб, m e s e 6 > 0 
такое, что 

I B i . . Ли, си, t.-Bt (Г), At(f), с, (Г), V | < б , 

как только f Gee-
Положим, 

Г в ( 0 = - 5 — , а б ( 0 = а Л б ( 0 mes еб ° 

д л я всех 6 > 0 , 
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